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1 Einleitung

1.1 Wieso gibt es diesen Text?

Im Internet findet man kaum Beschreibungen des Schonhage-Strassen-Algorithmus. Die verfiigba-
ren Beschreibungen sind fiir die meisten Menschen schwer versténdlich und beinhalten keine Bei-
spiele. Dies mochte ich mit meiner Beschreibung dndern. Ich hoffe sie ist einfacher als die anderen
Beschreibungen und hilft, den Schénhage-Strassen-Algorithmus zu verstehen. Ich beschreibe beide
Varianten des Schonhage-Strassen-Algorithmus, die komplexe Variante und die modulare Variante.

1.2 Was ist hier anders?

Ich versuche in meinem Text auch Schritte zu erkléren, die fiir jemanden mit guten mathematischen
Vorkenntnissen “offensichtlich” sind. Diese werden in anderen Informationsquellen oft {ibersprun-
gen. Zusitzlich gibt es zu den meisten Schritten ein Beispiel, damit das Vorgehen klarer wird.
Schlussendlich gibt es dann auch noch ein komplettes Beispiel zum Multiplizieren mit beiden
Varianten des Schonhage-Strassen-Algorithmus.

1.3 Wie ist dieser Text aufgebaut?

Der Text ist in zwei Hélften geteilt. Die linke Seite beinhaltet die theoretische Beschreibung und
einige kleine Beispiele. Die wichtigsten Abschnitte und Gleichungen sind fett gedruckt. Wenn
man nur die fetten Stellen liest, erhéilt man einen “Kurziiberblick” {iber den Schonhage-Strassen-
Algorithmus. Dies ist z. B. bei erneutem Lesen hilfreich, da man so die Herleitungen usw. iiber-
springen kann. Die rechte Seite beinhaltet ein vollstindiges Beispiel des Schonhage-Strassen-
Algorithmus, mit allen Schritten. Dieses Beispiel ist zur besseren Unterscheidung auch in einer
anderen Schriftart geschrieben. Ich empfehle zunéchst einmal nur das theoretische zu lesen und
danach noch einmal beides gemeinsam, wobei man versucht, das Beispiel nachzuvollziehen.

1.4 Zwel Varianten

Die Grundidee des Schonhage-Strassen-Algorithmus ist das Aufspalten der Zahlen in Stiicke ge-
eigneter Lange, der Fourier-Transformation, Multiplikation der einzelnen Elemente und Riick-
transformation. Dies kann man entweder mit komplexen Zahlen oder in einem Restklassenring
durchfiihren. Ich werde sowohl die komplexe als auch die modulare Variante beschreiben. Bei der
komplexen Variante hat man Zahlen, die nicht mit unendlicher Genauigkeit berechnet werden
konnen. Deshalb muss mit einer geniigend hoher Genauigkeit gerechnet werden, damit der Fehler
hinterher rausfillt. Die modulare Variante benotigt so etwas nicht. Sie ist meist schneller, weshalb
sie auch bevorzugt eingesetzt wird.






2 Der Schonhage-Strassen-Algorithmus mit komplexen
Zahlen

2.1 Das Faltungsprodukt

Multipliziert man zwei n-stellige Zahlen miteinander ohne den Ubertrag zu beachten, so ist die
so erhaltene Folge das Faltungsprodukt der zwei Eingabefolgen (der zwei zu multiplizierenden
Zahlen). Ein Beispiel:

1 2 3 4 * 2 3 4 1
1 2 3 4
4 8 12 16
3 6 9 12
4 6 8

7T 16 26 26 19 4

Die Folge (2,7,16,26,26,19,4) ist das Faltungsprodukt der Folgen (1,2,3,4) und (2,3,4,1)
Macht man jetzt noch die Ubertriige, so erhiilt man das Produkt, 2888794.

Aus was besteht dieses Faltungsprodukt? Das Element ganz rechts ist das Produkt der beiden
ganz rechten Elemente, also 1 x4, das Element eins weiter links ist die Summe der Produkte des
jeweils ganz rechten und das zweitrechteste Element, also (1 % 3) + (4 % 4).

Allgemein, haben wir die Folgen (...,as,a1,a9) und (...,b2,b1,bp) und das Faltungsprodukt
(...ca,c1,00), so ist ¢, definiert als:

Cr = Z aibj (1)

i+j=r

Dies ist sehr interessant in Verbindung mit der Fourier Transformation. Man hat zwei Zahlen
a und b mit n Ziffern. Man wéhlt eine natiirliche Zahl K aus, die die Bedingung K > 2n erfiillt
(bei den Zahlen oben ist n = 4, also gilt K > 8 und man wihlt K z. B. K = 8). Hat man die
Folgen (ax_1,...,a1,a9), von der Zahl a (welche noch immer eigentlich aus n Ziffern besteht, die
Anzahl an Elementen wird nur bis K Ziffern mit Nullen aufgefiillt), also z. B. (0,0,0,0,1,2,3,4),
und (bg—_1,...,b1,b0), also z. B. (0,0,0,0,2,3,4,1), so erhélt man durch die Fourier Transforma-
tion die Folgen (dx_1,...,d1,Gp) und (BK_I, vy by, I;O). Multipliziert man die einzelnen Elemente
miteinander, so dass man die Folge (&K,llA)K,l, - 611?)17 dogo) erhalt, so ist diese Folge die Fourier-
transformierte einer Folge (¢x_1, ..., ¢1, o), wobei gilt

Cr = Z a,ibj (2)

i+j=r(modK)

i1+ j = r(modK) bedeutet, dass, wenn man i+ j durch K teilt, der selbe Rest bleibt, wie wenn
man 7 durch K teilt (i + j und r sind kongruent modulo K).

Man kann natiirlich auch mehr als eine Ziffer in jedes Element der Folge packen, d.h. man kann
die Zahl auch in Stiicke zu je [ Ziffern teilen. Hat man immer nur eine Ziffer, so ist eben [ = 1.

Somit ist die Folge (co,c1,...,cx—1), welche man durch die inverse diskrete Fourier Trans-
formation bekommt, das Faltungsprodukt, womit man dann das Endergebnis der Multiplikati-
on errechnen kann.[®! Dies nennt sich das Faltungstheorem und ist die Grundidee hinter dem
Schonhage-Strassen-Algorithmus.

Hier wird auch klar, warum K > 2n sein muss. Wenn man zwei Zahlen mit n Ziffern multipli-
ziert, so erhélt man eine Zahl mit maximal 2n Ziffern.






Um dann noch das Produkt zu erhalten, muss man nur noch die Ubertrige machen, d.h.
Wir addieren die einzelnen Elemente. Allerdings hat cx_o einen hoheren Stellenwert als cx 1.
Deswegen “verschieben” wir die Zahlen bevor wir sie addieren:

K—1
c= Z cp10M (3)
h=0

Das benutzte Element bei h = 1 muss um [ Stellen verschoben werden, d.h. wir multiplizieren
mit 10!, da wir im Dezimalsystem sind. Wiren wir im Dualsystem, so wiirden wir mit 2! multi-

plizieren. Das Element bei h = 2 muss um 2[ verschoben werden etc. Deswegen multiplizieren wir
mit 10,






2.2 Durchfithrung der Multiplikation

Nun kommen wir zu dem eigentlichen Ziel: zwei ganze Zahlen zu multiplizieren. Die Durchfiihrung
der einzelnen Schritte wird dann in den jeweiligen Unterkapiteln erkléart (die Fourier-Transformation,
etc.). Einiges hier wird erst nach der Lektiire der unteren Abschnitte voll verstindlich sein.

Die Zahlen liegen in Binirschreibweise vor und haben je n Ziffern (ist eine kiirzer als
die andere, werden entsprechend viele Nullen vorne angefiigt). Die beiden Zahlen werden a bzw.
b genannt . Diese kénnten z. B. 98761y und 1234,¢ sein, also in der geforderten Binérschreib-
weise ¢ = 100110100101005 und b = 100110100105. n, also die Anzahl an Ziffern, ist bei a 14
und bei b 11. Wir erweitern b also zu b = 000100110100105. Somit ist 7 nun bei beiden gleich
14. Da wir fiir die Fourier Transformation schliefflich eine Folge brauchen, ist der néchste Schritt
das Aufspalten der beiden Zahlen in K Stiicke zu je ! Bits . Dabei muss K eine
Zweierpotenz sein, also K = 2% . AuBerdem definieren wir L = 2! . Fiir das Aufspalten in
Teilstiicke gilt die Beschrinkung 2n < 2Fl < 4n (warum groBer 2n siehe das Kapitel Faltungs-
produkt). Das heiBt in unserem Beispiel 28 < 2] < 56. Wihlen wir fiir [ = 4. Dann haben wir
28 < 2% x4 < 56, dividieren wir nun durch 4, so ergibt sich 7 < 2¥ < 14. Um k herauszufinden
logarithmieren wir zur Basis 2: logs(7) < k < loga(14). Setzt man nun die Werte der Logarith-
men ein, so erhiilt man 2,81... < 2¥ < 3 81.... Die einzige ganze Zahl, die fiir k& in Frage kommt
ist somit £ = 3. Wir haben nun die Folgen (0000, 0000, 0000, 0000,0010,0110,1001,0100)2 und
(0000, 0000, 0000, 0000, 0000, 0100, 1101, 0010)5. Wir kénnen fiir a und b schreiben a = (ax_1...a1a0) L,
und entsprechend fiir b. D.h. ag = 0100, a; = 1001, as = 0110, a3 = 0010, a4 = 0000, ..., a; = 0000
und by = 0010, b, = 1101, bs = 0100, b3 = 0000, ..., bz = 0000.

Bevor die Fourier Transformation der Folgen gemacht wird, empfiehlt Knuth!!!, die einzelnen
Elemente durch 2*t! zu teilen , damit der Fehler, der durch fehlende Genauigkeit auftritt,
besser abschitzbar wird (die Absolutwerte wiren dann kleiner 1). Nachdem ¢; zurtick transformiert
wurde, wird jedes ¢; mit 22(k+0) multipliziert. Im Beispiel wird dies nicht beriicksichtigt, da bei
solch kleinen Zahlen der Fehler sowieso zu klein ist um etwas zu bewirken, aber ohne die Division
etc. ist das ganze iibersichtlicher (die Zahlen sind dann nicht so klein).

Man berechnet also die diskrete Fourier Transformation der beiden Folgen, und
erhélt somit (@x—1y...,81,80) und (BK_l, ey l;l, Bg) . Nun multipliziert man die Elemente
miteinander, sodass és = asbs fiir 0 < s < K . Danach wird die doppelte Transformation,
also és ausgerechnet und damit dann auch ¢; (wie das Ganze funktioniert wird in den ent-
sprechenden Unterkapiteln beschrieben). Somit erhélt man die Folge (cx—1,...; €1, o) . Daraus
lasst sich das Produkt folgendermafien ausrechnen:

K—-1

ab = Z enl® =co+c1L+ ... +cx_oL® 24 e LK (4)
h=0

Dies ist einfach wieder das Zusammensetzten einer Zahl aus der Ergebnisfolge. Diese Ergebnisfolge
war das Faltungsprodukt, somit ist auch klar, wieso mit L multipliziert wird.



Machen wir ein Beispiel der Multiplikation mit dem komplexen Schénhage-Strassen-Algorithmus:
Wir méchten die beiden Zahlen a = 9876 und a = 5678 miteinander multiplizieren. In Binarschreibweise
sind diese ¢ = 100110100101005 und b = 010110001011105. Wir teilen diese Zahlen in Stiicke zu je 4
Bits, also I = 4. Durch 2n < 2*] < 4n, also 2n < 4x2% < 4n bekommen wir 1n < 2% < n. nist hier 14,
somit haben wir 7 < 2% < 14. Logarithmieren wir nun wieder, so erhalten wir loga(7) < k < logs(14),
und schlieBlich 2,807... < k < 3.807. k ist somit 3. Berechnen wir nun gleich K = 2k = 23 = 8. Nun
stiickeln wir die beiden Zahlen und erhalten somit

s Qs bs

0 0100, 419 1110, 1449
1 1001, 910 00104 210
2 0110, 610 0110, 610
3 00105 210 0001, 110
4 0000, 010 00004 010
5 0000, 010 0000, 010
6 0000, 010 00004 010
7 0000, 010 00004 010



2.3 Berechnung von w

Bei der Fouriertransformation werden wir bald oft die primitive Einheitswurzel w und die Potenzen
davon benotigen. Dabei ist w = e’®". Anstatt diese jedes Mal neu zu berechnen, ist es sinnvoller,
die Werte vorzuberechnen. Ein Problem ist auch die Genauigkeit, die komplexe Zahl w kann nicht
auf unendliche Genauigkeit berechnet werden. Mit der Genauigkeit beschiftigt sich ein Kapitel
weiter unten. Um die Potenzen von w vorzuberechnen geht man folgendermafien vorl'Bl: Zuerst
wird definiert:

w, = e ()

Auflerdem schreiben wir
Wy = Tp + iyr (6)

Um den jeweils néchsten reellen bzw. komplexen Teil zu berechnen kann man folgende Formeln
verwenden:

1+x
Tpp1 = . (7)
2
und
Yr
Yr41 = (8)
2w'r‘—i—l

fiir » > 1 (die Werte fiir » = 0 und r = 1 werden eingespeichert). Hat man dann diese Werte
ausgerechnet, so konnen die Potenzen von w folgendermaflen berechnet werden:

wl = w{k_l...wil_lwi" (9)
Zu k siehe oben, j ist hier der Exponent und j = (jg—1...J1,J0)2 -

Wie kommen diese Formeln zustande? Betrachten wir zunichst die w auf dem Einheitskreis
der komplexen Ebene.

omega_2

omega_3
omega 4

omega_1 omega_0

Abbildung 1: Skizze zur den Omega auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene

Hier kann man auch anschaulich sehen, dass sich der Winkel von w, auf w,;; halbiert. Was
bringt uns das? Wenn wir w,. = x,+iy, haben, so méchten wir nun den Punkt auf dem Einheitskreis
herausfinden, der durch den halben Winkel charakterisiert ist (fiir w, mit r > 2).
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Bevor wir mit der Fourier Transformation weitermachen, erstellen wir zunachst eine Liste von
Werten fiir w, wofiir wir allerdings zunachst die Werte von z,. und y,. bendtigen: Anmerkung: In allen
folgenden Tabellen/Listen sind die Werte auf 3 Nachkommastellen gerundet!

o 1 =—1

e 1r5=20
.xgz\/@:\/oﬁ:o,?m
und fiir y:

ey =0

o yp=1

— 1
* Y3 = g7 = T = 0,707

Zusammengesetzt ergeben sich die Werte von w:
o w; =-1

o wy =1

e w3 =0,70740,707¢

Hieraus konnen wir nun die Werte der Potenzen von w, welches hier den Wert von w3 hat, errechnen:

o W0 = (—1)0 % ()0 # (0,707 + 0,7074)° =

o w! = (—1)% ()0 « (0,707 +0,707i)" = 0,707 + 0, 707
o w2 = (—1)% % ()L # (0,707 +0,707)° =

o w¥ = (—1)%x (i)' (0,707 + 0,707i)! = —0, 707 + 0, 707i
o wh=(=1)1x(4)% % (0,707 4+ 0,707i)° =

o W’ = (—1)1 % ()0 (0,707 + 0,707i) = —0, 707 — 0, 707i
o Wl = (=1)Lx (i)' % (0,707 +0,707i)" =

o w7 = (—1)" % (i) (0,707 +0,707i)" = 0,707 — 0, 707

11



omega_r

d - omega r+1"'

epsilon’ -

epsilon
omega_r+1 or+1"
cr=1 -
alpha/2
Zlphar? ?F/

U x_r F G

Abbildung 2: Skizze zur Konstruktion des nichsten Omegas

Wir haben das Dreieck mit den Seiten x,, vy, und der Seite ¢ = 1. Betrachten wir nun das
Dreieck, welches den halben Winkel hat und ., = y,. Hier sind ¢’>¢ und z,11=%,:

Das die Winkel ZGUw, 41" und Zw,1'Uw, jeweils den Wert «/2 haben ist klar, denn hiervon
gehen wir aus.

Da die Winkelsumme in einem Dreieck 180 ist, folgt, dass der Winkel € = 180—(90+5) = 90— 5.
Da € und €' zusammen 90 ergeben, folgt, dass ¢ = 90 —e = 90 — (90 — §) = §. Somit hat das
Dreieck wy11'Uw, zwei gleiche Winkel und folglich auch zwei gleiche Seiten, d.h. d =¢, = 1

Um den Punkt w,41’ zu finden, gehen wir von w einfach eins nach rechts. Hier ist natiirlich
cry1'1, wir brauchen allerdings w, 11 mit ¢,11 = 1. Wir teilen also alle Seiten unseres “neuen”
Dreiecks GUw,4 1" durch die Linge von ¢,;1’. Was ist diese Lénge? Durch den Satz des Pythagoras
erhalten wir: ¢,41" = \/(z, + 1)2 + 42 = /22 + 22, + 1 + y2 = /22, + 1 + 22 + y2. Wir wissen
aus dem anderen Dreieck, dass 2 + y2 = ¢2 = 1, d.h. wir haben: ¢, 11’ = V22, +1+12 =
2z, +2 = /2(z, + 1).

Wir miissen nun also z, + 1 durch y/2(z, + 1) teilen, um x,; zu erhalten. Wir bekommen

: w1l A (@D (@42 [ (ze41)
somit x,41 = V20 t1) = V2@ +1) —V 2(z+1) — 3 -

Somit haben wir die erste Formel schon geklért. Betrachten wir nun y,.41. Hier teilen wir nur

durch /2(z, + 1), somit erhalten wir: = Yr = Yr = Yr Hier kénnen
Yr ( rt+ )7 Yr+1 \/Q(mT—&-l) \/4(z2+1) 2\/(zr2+1)
; ; ; _ _yr
wir x,41 einsetzen. Wir erhalten y, 1 = ST

12



13



2.4 Die Diskrete Fourier Transformation

Die normale Diskrete Fourier Transformation der Folge (ag, a1, ...,ax—1) ist gegeben durch

s = Z way (10)

w=ek (11)

genommen wird.®! [

Ein Beispiel zur DFT: Hat man die Folge (12,3,5) = (ag,a1,a0), soist n =3. Da K > 2n —1
nimmt man k£ = 3 und K = 2 = 23 = 8. Deshalb erweitert man die Folge zu (0,0,0,0,0,12,3,5) =
(a7, ag, ..., a1, a0). Man mochte nun z. B. a3 herausfinden:

7
a3 = E wlay = ag + wiar + wlas + was + w'?ay + wtas + wlag + wtar (12)
Py

Der Wert fiir w wird folgendermaflen berechnet:

27i 27i

w=ek =w=e¢® =0,707106781... +0,707106781...¢ (13)

Wir bekommen nun folgende Werte:

e Bei t = 0 bekommen wir w?*%ag =1%x5=5
e Bei t = 1 bekommen wir w3*'a; = w3 * 3 = —2,12132034 + 2, 121320344

e Bei t = 2 bekommen wir w3*2ay = w8 % 12 = —124

3x3

e Bei t = 3 bekommen wir w3*3a3 = w? *«0 =0

3x4

e Bei t = 4 bekommen wir w**ay = w2 x0=0

3x5

e Bei t = 5 bekommen wir w3*%as = w!® x0 =0

3x6

e Bei t = 6 bekommen wir w3*%ag = w® x0 =0

3%7

e Bei t = 7 bekommen wir w*7ag = w?' *x0 =0

Zusammenaddiert ergibt sich a3 = 5—2,12132034+2, 121320347 —12¢ = 2,87867966—9, 878679661
- dies ist das dritte Element der Fourier Transformierten der Reihe (a7, ag, as, a4, as, as, a1, ag).
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2.5 Die Fast Fourier Transformation

Ist K eine Zweierpotenz, und zwar K = 2* so kann die Diskrete Fourier Transformation schneller
berechnet werden (deswegen wurde K oben eingefiihrt).
Wir definieren zunéchst einmal:
AU (1, o Sk, thmjm2, oy to) —
A[j](sk_l, ey Sk—j, 0,2, ..., to) + AUl (Sk—1y--es Sk—j, L, th—j—2, ..., to) * wzki]il(sk’j’l”'sk’lb
und:
(0]
(tk—1,---»t0)
wobei t = (tk_l...t0)2.
Anmerkung: der Pfeil < ist der Substitutionsoperator, a < b bedeutet, dass der Wert von «a
durch den aktuellen Wert von b ersetzt werden soll.
VV[]1€1]W erhalten:

:ds

(Sk—1-.--50)
wobei s = (8051...Sk—1)
Wie kénnen wir das beweisen?
Nehmen wir an, wir haben bewiesen, dass:

A[j] — Z w2k_'7(Sk—j~~~Sk—1)2(t1«—1~~tk—_7‘)2at (14)

(8k—15-s8k—jstk—j—1,--5t0)
0<tr—1, - tk—j<1

Dies lasst sich fiir z.B. j = 1 schnell iiberpriifen.

Dann kénnen wir nach der Formel oben einsetzen und erhalten somit:

A5y, vy Ski—j— 1y th—j—2, o to) = ‘

ka_J(Sk‘*j"'Skfl)Q(tkfl"'tk’j)zato + Z ka_](Sk*j"'Skfl)z(tkfl"'tk*j)zatl *
0<tp—1,...,tp—;<1 0<tp—1,...,tp—; <1
w2k_j_1(5k—j—1~~3k—1)2

Hierbei ist gemeint ¢t = (tg—1...tx—;j—1...t0)2, wobei bei ¢y, eben t5_; 1 = 0 und bei ¢; ist
tp—j—1 = L.

Versuchen wir nun, diese Formel so umzuformen, dass wir nur , die dasselbe ist, allerdings mit
einer Summenformel.

Die beiden Summen an sich kann man zusammenfassen, indem man noch ¢,_;_1 hinzuftigt:

wzk_j(Slc—j~~5k—1)2(tk—1~-~tk—j)2at

0<tg—_1,stp—j—1<1

Das hier ist jetzt allerdings nicht gleich der Formel oben, da noch die Multiplikation mit der
Potenz von w fehlt, wenn ¢;_;_; = 1.

Formen wir zunéchst die gerade erhaltene Formel um. Wir machen bei den ¢s einen Shift um
eine Stelle, d.h. wir multiplizieren mit 2. Dafiir ziehen wir vom Exponenten von 2 noch 1 ab, damit
der Wert sich nicht verandert.

w2k7:’71(5k—j~-~5k—1)2(tk—l'ntlc—jO)Zat

0<tp—1,stp—j—1<1

Nun kénnen wir bei den s auch noch s,_;_; einsetzen, da der Wert, der zusétzlich entstehen
wiirde, wenn s;_;_1 = 1 wiire, ist w2 T T (s 20)x2 2 s (die Multiplikation mit 2, da
der Wert der ¢s mindestens 2 ist). Wegen der primitiven Einheitswurzel ist dies gleich 1:

wzk_j_l(Sk—j—l~~~Sk—1)2(tk—l~~tk—j0)2at

0<tgp—1,stp—j—1<1

Wenn wir nun 0 mit ¢;_;_; ersetzen, dann wird, wenn #;_;_; = 1, mit W2 T T kg ask1)2
zusétzlich multipliziert, genau das, was oben noch fehlte!

Somit erhalten wir nun, dass:

A[j+1](8k_1,...,Sk_j_l,tk_j_g,...,to) = Z w2k7j71(Sk’j’l"'Sk’1)2(tkfl"'tkfjflbat
0<tp—1,stp—j—1<1
(15)
Das ist wieder die Form, von der wir oben ausgegangen sind, nur mit j 4 1 anstatt von j (14).
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Im nichsten Schritt errechnen wir zuerst die Fourier Transformation von a iiber die schnelle Fourier
Transformation (FFT), wozu wir zunéchst eine Tabelle fiir die A's errechnen. Die erste Spalte (fiir
A[O]) ist simpel, wir setzen einfach die a's ein.

(u,v,w) = (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
Ay, v,w) = 4 9 6 2 0 0 0 0
Nun miissen wir die Al (u,v,w) entsprechend substituieren und dann ausrechnen. Machen wir uns
also folgende Liste (28! wird hierbei gleich durch 4 ersetzt.):

o AlU(0,0,0) — Al(0,0,0) + w**0ALl(1,0,0)
o AM(0,0,1) — Al°(0,0,1) + w*0A4%(1,0,1)
e AM(0,1,0) — Al°(0,1,0) + w*0A0(1,1,0)
o AM(0,1,1) — A9/(0,1,1) + w™0A0(1,1,1)
o Al(1,0,0) — Al°/(0,0,0) + w**Al%(1,0,0)
o AM(1,0,1) — A9(0,0,1) + w1 Al%(1,0,1)
o AM(1,1,0) — A9/(0,1,0) + w*Al%(1,1,0)
o AM(1,1,1) — A9/(0,1,1) + w*A0l(1,1,1)

Setzen wir nun unsere schon erhaltenen Werte ein und rechnen aus, so kénnen wir unsere Tabelle
folgendermaBen erganzen:

(w,v,w) = (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
Al (y,v,w) = 4 9 6 2 0 0 0 0
A (u,v,w) = 4 9 6 2 4 9 6 2

Fertigen wir wieder eine Liste zu A% an (252 ist hierbei schon durch 2 ersetzt).

o AP(0,0,0) — AM(0,0,0) + w?0AM(0,1,0)

e AP(0,0,1) — AM(0,0,1) + w*0Al(0,1,1)

o AP(0,1,0) — AM(0,0,0) + w?2A0(0,1,0)

o API0,1,1) — AM(0,0,1) + w*2AM(0,1,1)

o ARI(1,0,0) — AM(1,0,0) + w>! AM(1,1,0)

o ARI(1,0,1) — AM(1,0,1) + w1 AM(1,1,1)

o AP(1,1,0) — AlN(1,0,0) + w3 Al(1,1,0)

o API(1,1,1) — AM(1,0,1) + w3 Al(1,1,1)

Hier sieht man auch sehr schén, wir das s immer mehr Ziffern umfasst. Bei Al war es nur die
Ziffern in der Klammer ganz links, hier sind es zwei Ziffern, auBerdem waren oben die linken Spalten
immer O oder 1, hier sind es die mittleren Spalten.
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Wenn wir nun fiir j = k einsetzen, dann erhalten wir:
E]:‘]k—lpu,Sk/—k,tk—k—l,-u,tO) = w2k_k(5k7k”.5k71)2(tkilmtkik)zat
0<tp—1,stg—r<1
und somit:
— Z w(30~~~5k—1)2(tk—1-~-t0)2at
0<th_1,.-,to<1
Wenn wir jetzt s und ¢ einsetzen (siehe oben), erhalten wir:

K-—1
A[k] Z wtay
t=0

(8k—15-++,50)

(8k—1,---s50)

Dies ist genau die Definition der diskreten Fourier Transformation!

Berechnen wir nun nochmals az. Wir brauchen dafiir API(1,1,0) (da 3 im Dualsystem 0115 ist,
und dies umgedreht 110 entspricht). Schritt fiir Schritt (Wir ersetzen einfach immer weiter und
fassen zusammen):

o API(1,1,0)
o API(1,1,0) +w3AP(1,1,1)
o (AM(1,0,0) 4+ wSAM(1,1,0)) + w3 (AM(1,0,1) + WO AlMN(1,1,1))

o [(A(0,0,0)+w*AN(1,0,0))+w’(Al0)(0, 1, 0)+w* Al0)(L, 1, 0))]+w*[(A(0,0, 1) +w* AL (1,0, 1))+
wO(ALI(0,1,1) + w*Al)(1,1,1))]

[(ap + wray) + wb(az + whag)] + w?[(a1 + whas) + wb(az + wiar)]

[(5+w? % 0) + wb(12 4+ w* % 0)] + w3[(3 + w? % 0) + WO (0 + w* % 0)]
o F+uwl*12] +w?x*3

o [5—12¢] —2,12132034 + 2,121320344

e 2,87867966 — 9, 878679667

Diese Berechnungen der Fourier-Transformation werden durch das Beispiel klarer.
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Setzten wir nun wieder die Werte ein und berechnen somit die nichste Spalte unserer Tabelle:

(u,v,w) = (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1)
Al (y,v,w) = 4 9 6 2 0 0
A (u,v,w) = 4 9 6 2 4 9
AL (u,v,w) = 10 11 —2 7 446i 942i
Und schlussendlich das ganze noch einmal fiir A%l
31(0,0,0) — Al?(0,0,0) + w®APl(0,0,1)
31(0,0,1) — Al?(0,0,0) + w*AP(0,0,1)
31(0,1,0) — AZ(0,1,0) + w?2APl(0,1,1)
B1(0,1,1) — AP(0,1,0) + w42 (0,1,1)
1(1,0,0) — AP(1,0,0) + w*AP(1,0,1)
B1(1,0,1) — AP(1,0,0) + w®API(1,0,1)
B(1,1,0) — API(1,1,0) + w®API(1,1,1)
B1(1,1,1) — AP(1,1,0) + w"API(1,1,1)
...und ergédnzen wieder die Tabelle:
(u,v,w) = (0 0,0)(0,0,1)(0,1,0)(0,1,1) (1,0,0) (1,0,1)
Al (g, v, w) = 9 6 2 0 0
AN (u, v, w) = 9 6 2 4 9
AR (u,v,w) = 10 11 -2 7 4+ 6i 9+ 2i
ABl (y, v, w) = 21 -1 —24+ —2-7i 8,950 + —0,950
7i 13,778i 1,778i
Wenn wir fiir b genauso vorgehen, bekommen wir fiir b folgende Tabelle:
(u,v,w) = (0,0,0)(0,0,1)(0,1,0)(0,1,1) (1,0,0) (1,0,1)
A[O(uvw)—14 2 6 1 0 0
AMl(u,v,w) = 14 2 6 1 14 2
A[Zl(uvw)—zo 3 8 1 14 + 6i 2+
ABl (y, v, w) = 17 8+i 8—i 14,707 + 13,293
8,121i 3,879i
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(1,1,0) (1,1,1)

0 0

6 2

4—6i 9-—2i
(1,1,0) (1,1,1)
0 0
6 2
4— 6 9— 2
—0,950 + 8,950—
1,778i 13,7781
(1,1,0) (1,1,1)
0 0
6 1
14 — 6 2
13,293 — 14,707—
3,879i 8,121
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Nun haben wir alle Daten, um die Fourier-Transformation zu berechnen, wir bendtigen: a, =
A[k](sk_l,...,sl,so) wobei s = (sps1...8k—1)2, d.h. hierbei muss man beachten, die Ziffern in der
Klammer die umgedrehte Binardarstellung des Indexes sind, Somit berechnen sich die Fouriertransfor-
mierten so:

e a9 = ABI(0,0,0)
e a; = ABI(1,0,0)
e a5 = ABI(0,1,0)
e a3 = ABI(1,1,0)
e ay = ABI(0,0,1)
e a5 = ABI(1,0,1)
o ag = ABI(0,1,1)
o ay = ABI(1,1,1)

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir b.
Somit erhalten wir folgende Werte, wobei wir fiir die unterste Zeile einfach mit den beiden dariiber
multiplizieren:

s= 0 1 2 3 4 5 6 7
as= 21 8950 + -2+ —0,950 + -1  —0,950 — —2— 8, 950—
13,778  Ti 1,778i 1,778i 7i 13, 778i
b= 23 14,707+ 8+i 13,293 — 17 13,293 + 8—i 14,707—
8,121 3,879i 3,879i 8,121i
ée= 483 19,737+ —23+ —5,731 + —17 —5731 — —23— 19,737—
275,316 54i  27,320i 27, 320i 54i 2753164
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2.6 Die Riicktransformation

Um ¢ von é zu erhalten muss die Inverse Fast Fourier Transformation (iFFT) angewandt
werden. Um ¢ zuriick zu transformieren muss zuerst die doppelte Transformation ausge-
rechnet werden, d.h. ¢ wird von ¢ mit der oben besprochenen Methode berechnet. Um von ¢é
dann zu c zu kommen wird folgende Beziehung verwendet:

Cr = Kc(—r)modK (16)

Ein Beispiel: by = 456, K = 8. Nun haben wir also 456 = 8¢(_3)mo4s, Woraus folgt 456 = 8c5 nun
wird durch 8 geteilt, so dass herauskommt ¢; = 456/8 = 57
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Um nun die doppelte Transformation von ¢ auszurechnen, berechnen wir wie iiblich ersteinmal die

Tabelle:
(u,v,w) = (0,0,0) (0,0,1)
Al (y, v, w) = 483 19,737+
275, 316i
Al (u, v, w) = 466 14, 006+
247,996i
APl (u, v, w) = 420 28,012

ABl(u,v,w) = 448,012 391,988

(0,1,0)
23 +
54i

46

512

16,008

(0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)

—5,731+ —17 —5,731— —23 — 19,737—
27,320i 27,3200 54 275, 316i
14,006— 500 25,468+ 108i —925, 468+
247, 996i 302, 636i 302, 636i
495,992i 392 —277, 1684608 328, 104+

277, 168i 328, 104

1007,992 0,025 783,975 143,991 1072,009

Somit erhalten wir dann (hier muss man wieder aufpassen, dass die Ziffern in der Klammer der
umgedrehten Binirdarstellung des Indexes entsprechen):

o = 448
él = 0
e =16
ey = 144

&y = 392
5 = T84
é6 = 1008
ér = 1072

Nun miissen wir aus der doppelten Transformation die Riicktransformation erhalten, dafiir wissen

wir, dass &, = Kc¢(_rymodKk

Zur Verdeutlichung fertigen wir folgende Liste an:

448 = 80(—0)m0d8 = 8¢
0= 80(—1)mod8 = 8¢y
16 = 80(72)m0d8 = 8cg
144 = 8¢(—3)mods = 8C5
Somit haben wir nun folgende Liste:

o co = 448/8 = 56 = 111000,

o ¢; =1072/8 = 134 = 10000110,
o ¢y =1008/8 = 126 = 1111110,
o 3 =784/8 = 98 = 1100010,

o ¢y =392/8 = 49 = 110001,

o c5 =144/8 = 18 = 10010,

o cg=16/8=2=10,

¢ c;=0/8=0=0,

23

392 = 80(—4)m,0d8 = 8¢y
784 = 86(—5)m0d8 = 863
1008 = 8¢(_g)moas = 82
1072 = 80(—7)mod8 = 861
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Das Produkt berechnet sich dann schlussendlich durch diese Formel: ab = ¢ o LE~2+4...4-¢; L+cp.
Fertigen wir also wiederum eine Liste an, in der die Shifts vollzogen wurden (zur besseren Darstellung
wurden noch Nullen vorne eingefiigt):

e co = 000000000000000000001110002
e ¢; = (000000000000001000011000002
e ¢, = (000000000001111110000000002
e c3 = (000000011000100000000000002
e ¢4 = 000011000100000000000000002
e ¢5 = (010010000000000000000000002
e cg = 100000000000000000000000002
e c7 = (000000000000000000000000002

e ¢b=110101011110100110100110002

Wandeln wir nun ab wieder in die dezimale Schreibweise um, so erhalten wir: ab = 110101011110100110100110005 =
5607592819 = 567819 * 98761¢. Somit haben wir soeben mithilfe des Schénhage-Strassen-Algorithmus
das richtige Ergebnis der Multiplikation errechnet.
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2.7 Wie genau muss gerechnet werden?

Die Zwischenwerte kénnen nicht auf unendliche Genauigkeit berechnet werden. Es ist also wichtig
zu wissen, wie viele Stellen man berechnen muss, damit der daraus resultierende Fehler klein genug
ist, dass man immer noch das richtige Ergebnis erhélt.

Damit am Ende das richtige Ergebnis ab herauskommt, ist es notwendig, dass die ¢, am Ende
korrekt sind. Damit diese auf den richtigen Wert gerundet werden (es miissen ja ganze Zahlen
herauskommen (das Faltungsprodukt zweier ganzer Zahlen enthilt nur ganze Zahlen), bei einer
Zahl, die durch den Fehler nicht ganzzahlig ist, wird gerundet), muss der Fehler bei diesen Werten
folglich kleiner als % sein.

Werte werden durch Nitherungswerte ersetzt. Damit es nicht passieren kann, dass |(w’)| <
1 nicht gilt (“” bezeichnet hierbei den Nidherungswert) werden, anstatt zu runden, einfach in
Richtung 0 die Ziffern nach der benétigten Genauigkeit “abgeschnitten” (truncation). |(w’)| ist
eigentlich immer gleich 1, da primitive Einheitswurzeln immer auf dem Einheitskreis der komplexen

Ebene liegen. Bei der Berechnung der Schnellen Fourier Transformation gibt es die Berechnung(en)
a—b+wic (17)

Stattdessen haben wir nun

a — b+ (W) (18)
Die anderen Werte werden natiirlich ebenfalls durch einen Nidherungswert ersetzt und ebenfalls
“abgeschnitten”, deswegen das “”. Nun schauen wir uns den Fehler, der dabei entsteht, genauer
an. Wir benennen die (absoluten) Fehler mit dem Buchstaben §. Wir schreiben, der Fehler der
durch das Ersetzen von b mit einem Nidherungswert entsteht (also |0’ — b|) ist kleiner gleich 4y,

also anders gesagt (bzw. geschrieben):
¥ b <4 (19)

Genauso machen wir das auch fiir die anderen Teile des Terms, also

(W) —w!| < 6, (20)
und
| —¢c| <83 (21)
Hétten wir nun '
a—b+ (W) (22)
so wire der Fehler hier
<61+ 02+ 63 (23)

Das kann man folgendermafien berechnen: Bei Multiplikation zweier Niherungswerte (w’)’ und
', also (w? + &) * (¢ + 63) ergibt sich:

ij + wj63 —+ 052 —+ 6253 (24)
Das richtige Ergebnis ist w’c; der Fehler, der bei der Multiplikation entsteht, ist also
wj63 + cdo + 6203 (25)

Hierbei fallt d263 weg, da die Fehler sich in den hinteren Ziffern abspielen. Nach einer Multiplikation
ist der Betrag des Produktes kleiner als die Genauigkeit, die wir benutzen, somit fillt dieser
Fehlerteil weg. Nun bleibt noch

w3 + by (26)
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Da w’ und ¢ beide kleiner gleich 1 sind, gilt:
wj§3 + cdy < g + 03 (27)

Dann wird dieser Ndherungswert mit dem Fehler d; + d3 zu einem Naherungswert mit dem
Fehler 0; addiert, der Fehler addiert sich logischerweise zu

01+ 62 + 03 (28)

Da a auch durch die Stellenzahl limitiert ist, fiigt sich ein weiterer Fehler hinzu. Diesen nennen
wir 6. Die Anzahl an Stellen (binér), die wir berechnen, nennen wir m. Der Maximalwert
von ¢ ist dann 2~ fiir eine reelle Zahl, da a allerdings noch einen komplexen Teil besitzt, wird
der Fehler zu § = |27™ + 27™4| Mittels der komplexen Betragsfunktion!® ergibt sich

§=23""m (29)

Nun haben wir also
la' —a| <8+ 31 + 02+ 83 (30)

Betrachten wir nun den Niherungswert (w?)’ genauer. (w?)’ wird mithilfe der im Kapitel Be-
rechnung von w beschriebenen (w,.)’ berechnet. Diese werden in einer geniigend hohen Genau-
igkeit berechnet, sodass nur der Fehler durch die limitierte Stellenanzahl auftritt, anders gesagt:

|(w7-)/ - WT'| <90 (31)

Was bedeutet das nun fiir den Fehler do? Der Wert von (w’)’ wir durch k& Multiplikationen von
Niherungswerten mit dem Fehler § gebildet. Dabei entsteht also der Fehler k4. Allerdings miissen
die Ergebnisse der Multiplikationen selbst noch “abgeschnitten” werden, somit wird der Fehler zu
(2k —1)¢

Da 61 = 35 (b und ¢ werden ja an der gleichen Stelle abgeschnitten), definieren wir

€ = 51 = 53 (32)

Nach einem Schritt der Schnellen Fourier Transformation war der Fehler § + &1 + do + 03, wir
kénnen nun stattdessen schreiben

0+ 61+ 62+ 63 =2+ 2kd (33)

Setzen wir diesen Wert in € des néchsten Schrittes ein, so erhalten wir folgende Liste mit Fehler-
fortpflanzung (Bei Schritt 0 gibt es logischerweise keinen Fehler, deswegen ist dort € = 0):

o 2k§
o 6ko
o 14ko
o 30kd
e ctc.

Es ist hier schon leicht erkennbar, dass man den Fehler an Schritt j mit (29 — 1)2k§ berechnen
kann.
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Da fiir die Fourier Transformation k Schritte ben6tigt werden ist der Fehler

‘(&s)/ - &s| < (2k - 1)2k’5 (34)

Dasselbe gilt fiir (bs)’. Nun werden diese beiden Niherungswerte miteinander multipliziert, zusétz-
lich kommt natiirlich noch die Ungenauigkeit des Ergebnisses dazu, also

(&) — é5| < 2(2% —1)2ké 4 6 (35)

Um bei der doppelten Transformation den Fehler besser berechnen zu kénnen benutzen wir
den Fehler (4k2% — 2k)§ welcher nur etwas grofier ist. Setzt man dies fiir e ein, so erhélt man

[(6r) — &| < 2F(4k2F — 2k)6 + (28 — 1)2k6 (36)

Aus der doppelten Transformierten wird dann noch ¢, errechnet, wobei durch 2* dividiert wird.
Der Fehler ist also bei
. — ¢, < 4k2F6 (37)

Nun kehren wir zuriick zur anfinglichen Idee, und zwar muss 22**2!¢/_ zur richtigen ganzen Zahl
runden (hier wird multipliziert, da wir ja am Anfang die Eingangselemente durch 2*+! teilten). So
kommen wir darauf, dass

1 1
22k +2lypokoz—m < 3 (38)
Nach Knuth [1 ist dies gegeben, sofern
Ek>T7 (39)

und
m > 4k + 21 (40)
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3 Der modulare Schénhage-Strassen-Algorithmus

3.1 Rechnen modulo einer Fermat-Zahl

Wie oben schon geschrieben, wird im modularen Schonhage-Strassen-Algorithmus anstatt kom-
plexer Zahlen ein Restklassenring Zr, verwendet, mit der Fermatzahl

F,=2""+1 (41)

Ist n z. B. 2, so ist F,, = 22 11 =2441=16+1 = 17 Die Zahlen in diesem Ring werden
als bindre Zahlen mit 2"+ Ziffern dargestellt. Wenn wir unser Beispiel fortfithren, so wiren das
dann 271 = 22+1 = 23 = § Ziffern.

Diese Darstellung ist durch einige Eigenschaften vorteilhaft. Es ist offensichtlich, dass

22" = -1 (mod F,) (42)
(da ja 22" + 1 = F,,). Daraus ergibt sich, dass
22" =1 (mod F,,) (43)

(hier wurden einfach beide Seiten quadriert).

Schauen wir uns nun an, was das fiir Konsequenzen fiir verschiedene Rechenoperationen in
dieser Darstellung hat. Bei einem Uberlauf bei der Addition, d.h. sollte sich ein Ubertrag
ergeben, der auf die 2"*! + 1-te Ziffer gehort, so wird einfach 1 an der ersten Stelle ad-
diert, da diese Ziffer ja den Wert 22" hat und 22" =1 (mod F,). Ein Beispiel: Addieren wir
101011115 = 17519 mit 011001002 = 1004¢:

101011114
-+ 011001004

1000100114
Hier hat nun ein Ubertrag statt gefunden, auf die (theoretisch) 9. Ziffer. Wir addieren also
einfach 1 dazu, die “9. Stelle” fallt weg:

19
+7000100115

000101004
000101005 = 201q
Uberpriifen wir nun die Richtigkeit des Ergebnisses. 17519+10019 = 2751¢. 275 = 20 (mod F},),
denn 20 + 15 % 17 = 275.
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Durch die Kongruenz
22" = -1 (mod F},) (44)

kann man bei einer Subtraktion den Subtrahenden einfach zyklisch um 2" Stellen ver-
schieben und dann addieren. Ein Beispiel: Man mochte die im oberen Beispiel schon genutzten
Zahlen subtrahieren. Man verschiebt nun den Subtrahenden: Aus 011001005 wird 01000110, =
7010. Addiert man die beiden Zahlen, so ergibt sich 175 + 70 = 245. Uberpriifen wir nun das
Ergebnis: 175 — 100 = 75 und 75 = 245 (mod F,).

Um von einer Zahl z dieser Darstellung (d.h. mit 2"*! Ziffern) zum minimalen
nicht negativen Rest £ zu kommen (d.h. das £ = 2 (mod F,,) und 0 < £ < F,,), rechnet man
wie folgt: Man zerlegt die Zahl x zunéchst in unserer Darstellung in zwei gleich grofie
Stiicke v und v , sodass dann gilt

r=u+v*2%" (45)

Uberlegen wir nun, wie sich das machen lisst. Nehmen wir an, v < u. Wir erinnern uns,
22" = —1 (mod F,) (46)
v ist in der Darstellung von z genau ein vielfaches von 22", somit ist
v%2%" =vx(=1) (mod F,) (47)
w an sich ist ja schon reduziert, da es kleiner als 22" sein muss. Folglich kénnen wir schreiben
E=u—v (48)
(wenn v < u).

Was passiert, wenn v > u? Dann héitten wir nach der Berechnung u — v eine negative Zahl!
Wir suchen allerdings den kleinsten micht negativen Rest. Also addieren wir einfach noch einmal
F,, = 2%" +1 hinzu (dies kénnen wir machen, da selbstverstindlich gilt F,, =0 (mod F,)). Somit
ist

£=(u—v)+2" +1) (49)
(wenn v > u).

Hier kann ein Beispiel hilfreich sein: Nehmen wir die obige Zahl 2455 = 111101015. Hiezr haben

wir u = 01013 = 519 und v = 11115 = 151¢. Hier ist also v > u. Somit ist £ = (5 —15) + (22 +1) =

—10 + 17 = 7. Dies ist wirklich der kleinste nicht-negative Rest, denn 7 = 245 (mod F,,), da
T4+ 17%14 =245, und 7 < F,.
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3.2 Durchfithrung

Wir haben nun die zu multiplizierenden Zahlen a und b in Bin#rdarstellung vorliegen
und mochten das Ergebnis ¢ = ab berechnen. Diese beiden Zahlen haben je M Ziffern (in
Bindrdarstellung - war eine der beiden Zahlen kleiner als die andere, so wird mit Nullen auf-
gefiillt). Das Produkt ab hat maximal 2M Ziffern. Somit kann anstatt in den ganzen Zahlen Z im
Restklassenring Zp,, gerechnet werden, wenn m grofl genug ist. Wie grofl muss m also sein? Die
grosste Zahl, die mit 20 Ziffern erreicht werden kann ist 22 — 1. Somit muss F, = 22" 41 groBer
sein. Dies ist sicher gegeben, wenn 22" > 22M_ Logarithmieren wir mit dem Duallogarithmus, so
erhalten wir, dass 2™ > 2M. Wenn wir noch einmal Logarithmieren, so wéihlen wir m die
kleinste ganze Zahl

m > log2(2M) (50)

Machen wir an dieser Stelle ein Beispiel: Wir nehmen zwei Zahlen mit je 3 Ziffern, und zwar
a = 0102 und b = 1105. Somit ist M = 3. Berechnen wir nun m: m > logs(2M) und m > logs(2%3),
somit ist m > logz(6) und m > 2,585..., somit wihlen wir m = 3.

Bei dem modularen Schénhage-Strassen-Algorithmus gibt es einen Unterschied in der
Durchfiihrung zwischen geraden und ungeraden m. Wir werden zunichst den un-
geraden Fall behandeln. Wir wihlen ein n, sodass m = 2n — 1. Somit errechnet sich n durch

n=(m+1)/2 (51)

. In unserem Beispiel ist das n=(m+1)/2=(34+1)/2=4/2=2.

Im geraden Fall haben wir m = 2n — 2. Dort ist die Anzahl der Sticke (wir werden a und b
im ndchsten Absatz zerlegen) anders, was sich dann auf die Fourier- Transformation etc. auswirkt.
Die Unterschiede werden unten in einem eigenen Unterkapitel erldutert

Wie oben haben wir die Zahlen a und b als 2™1! stellige binire Zahlen vorliegen.
Wir teilen sie in Abschnitte mit jeweils 2"~! Ziffern (das sind dann 2"*! Abschnitte). ag
enthiilt dann die Ziffern 0 bis (277! — 1). Somit ist dann

on+1_1

a = Z ai2i2n71 (52)

=0

(wobei dann gilt: 0 < a; < 22%1) und entsprechend fiir b. Hier wird mit 22" multipliziert, da
a; ja um i “a”s verschoben werden muss, welche jeweils 2! Bits besitzen, um das originale a
wieder zusammenzusetzen.

Fiihren wir nun unser Beispiel von oben fort: Wir teilen ¢ = 0103 und b = 1105 (die wir als
2m+1 — 16-Stellige Dualzahlen darstellen, also a = 0...0102 und b = 0...1105) in 2"+ = 23 =8

Abschnitte mit jeweils 27! = 2! = 2 Ziffern, somit haben wir:

r a, b,

0 104 109
1 004 01,
2 00, 004
3 005 005
4 004 002
5 004 004
6 004 004
7 005 005
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Machen wir ein Beispiel zu Multiplikation mithilfe des modularen Schénhage-Strassen-Algorithmus.
Wir mochten die Zahlen a = 1183019 = 101110001101105 und b = 895575 = 10001011111011
multiplizieren. Beide Zahlen haben 14 Ziffern, somit ist M = 14. Nun miissen wir m herausfinden.
m > log2(2M), also m > log2(28) und somit m > 4,81... Die kleinste ganze Zahl m auf die dies
zutrifft ist m = 5. i

Wir multiplizieren also in Z ., , wobei F,,, = 22" +1 = 22" +1 = 232 + 1 = 429496729719. m = 5,
also ungerade. n = (m+1)/2 = (54 1)/2 = 6/2 = 3. Wir verlangern nun die Darstellung der Zahlen
a und b auf 2m+1 = 251 = 26 — 64 Ziffern und teilen sie in Abschnitte zu 27"~1 = 23-1 =22 = 4
Ziffern (das sind dann 271 = 23+1 = 24 = 16 Stiicke):

a = ...|0000]0010|1110]|0011]|01104
b = ...[0000/0010]0010[1111|1011,
Somit haben wir:

e ap = 01102
e a; = 0011,
o a> = 11102
e a3 = 00102
e a4 = 00002

e a5 = 00002

und:
e by = 1011,
e by =1111,
e by = 00102
e b3 = 00102
e by = 00002
[ ]
e b5 = 00002
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Durch das Faltungstheorem wissen wir, dass wir, wenn wir

¢ = Z a;bj (53)

it+j=r(mod2nt1)

haben (wobei 0 < i,j < 2"*1), auch das Produkt ¢ = ab ausrechnen kénnen:

on+l_q

c= Z 2 (mod Fp,) (54)
r=0

Siehe dazu das Kapitel iliber ans Faltungsprodukt‘
Allerdings ist 22"2" " = 22""" . Wir hatten auch oben definiert: m = 2n — 1. Somit ist

227" — 92" (55)
und
22" = -1 (mod F,,) (56)
Haben wir 22" +92" 7" g0 wird daraus
9(2"+x)2" Tt _ 922" a2 T 2™ gu2™ ! (57)

Wenden wir die obige Erkenntnis an, so erhalten wir

1

92" 922" = 922" (10d F,) (58)
Indem wir dies ausnutzen, kénnen wir die Summenformel umschreiben:

2" —1
1

c= Z (¢r — Cryon)2"% (mod F,) (59)
r=0

Was haben wir hier gemacht? Sobald r > 2", kénnen wir schreiben r = 2" + z. Somit haben wir
dann als Produkt:
¢, 22 02 (60)

Das kommt uns bekannt vor. Wir konnen also schreiben:
2@ 02 = 0 (1)2°2"" (mod F,,) (61)

Dies haben wir benutzt und konnten so immer zwei Summanden zusammenfassen, wobei der, bei
dem Index > 2™, einfach negativ wird. Auf den ersten Blick scheint dies keinen Sinn zu machen,
allerdings werden wir spéter sehen, dass diese Umschreibung uns einen Schritt spart.

Um diese Formel etwas iibersichtlicher zu gestalten, fithren wir z ein, welches definiert ist durch:

2j = € = Cjtan (62)

fiir 0 < j < 2n
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...und schreiben dann:

27+l _q
c= Z 22720 (mod F,,) (63)
r=0

Nun brauchen wir noch ein anderes Hilfsmittel. Spéter wird uns von Nutzen sein,wenn wir
mit vorgegebenen Zahlen £ und 7, die Zahl x berechnen kénnen, sodass

z=¢ (mod F,),0<¢<22 41 (64)

x=mn (mod 2"?),0< n < 2712 (65)
wobei 0 < x < 2" 1T2F,

Dies wird uns dann bei der Berechnung der z; nutzen. Wichtig ist hier, dass 2"*2 und F,
teilerfremd sind. So kann man z folgendermaflen berechnen: Zuerst berechnet man

d=n—¢ (mod 2™1?) (66)
(mit 0 < 6§ < 2"*2) | worauthin dann = berechnet werden kann:

Uberlegen wir uns nun, woher diese Formel kommt. Sie basiert auf dem Chinesischen Rest-
satz (siehe Glossar), welcher hier nicht beschrieben werden kann. Ich beschreibe allerdings fiir
Interessierte, wie man vom Chinesischen Restsatz auf diese Formel kommt.

Ausgehend von der obigen simultanen Kongruenz, hat man beim Chinesischen Restsatz:

Ny = (F, *2"2)/F, = 2"+2 (68)

und
Ny = (F, x2"+%) )22 = F, (69)

Man braucht die Losungen z; und x5 der folgenden Kongruenzen:
Nll‘l =1 (mod Fn) (70)
Noxzo =1 (mod 2772) (71)
Setzen wir Ny und N ein, so erhalten wir:
2"22, =1 (mod F,) (72)
F,zo =1 (mod 2""?) (73)
22" ist bei n > 2 immer ein Vielfaches von 212, also:
2"22, =1 (mod F,) (74)
F,*1=1 (mod 2" (75)

Somit ist xo = 1.
22’71

Wahlen wir x; = 722"2% , 0 ist auch die erste Kongruenz erfiillt, da 224« (— 2= = —22" =1
(mod F,)
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Somit haben wir also

22"
Ty = T ontz (76)
und
Somit berechnen wir nach dem Chinesischen Restsatz:
x =ENjxy + nNoxo (78)
Setzten wir die entsprechenden Werte ein, so erhalten wir:
22"
z :W(—Qﬁ%) +nF,1 (79)
Somit erhilt man:
r=-22¢4 F.n (80)
Dies ist dann:
x=(2" +1)n-2%¢ (81)

Formen wir etwas um (es wir einfach ein £ zuviel abgezogen und dafiir hinterher wieder hin-
zugefiigt):

=2 +1)n— 2% +1)E+¢ (82)

Klammern wir nun F,, = 22" + 1 aus:

r=F,(n—¢§) +¢ (83)

Den Ausdruck in Klammern kann man auch vorher schon mod 2"%2 reduziert werden, da der
Ausdruck ja mit Fj, multipliziert wird.

Hier kann ein Beispiel hilfreich sein. Wir haben n = 2 (somit ist Fj, = 22" +1=2%*+1 =17
und 272 = 2% = 16) und es sei £ = 3 und n = 13. Also berechnen wir § = 13 —3 (mod 2"*2). Wir
haben also § = 10 und berechnen somit x = £ + 6(F,,) =3+ 10F,, =3 +10% 17 =34 170 = 173.
Uberpriifen wir nun das Ergebnis: 173 = 3 (mod 17), da 173—17%10 = 3 und 173 = 13 (mod 16),
da 173 — 16 x 10 = 13.

Wenn wir uns dies zunutze machen, missen wir die z; nicht direkt mod F,, berechnen, son-
dern berechnen zundchst einfach

zj mod 2""? (84)

und
z; mod F, (85)

Die z; berechnen wir dann wie eben beschrieben.
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3.3 Berechnung der z; mod 2"
Zunichst reduzieren wir die a’s und b’s , sodass

a; =a; (mod 271?) (86)
und

Bi =b; (mod 2"1?) (87)

Dazu schneiden wir von ihnen einfach die rechten n 4 2 Ziffern ab , sie sind das
reduzierte a bzw. b. Alle anderen Ziffern sind nur Vielfache von 2"*2 und es gilt natiirlich:

2" =0 (mod 2""?) (88)

fiir alle ganzen x und natiirlichen n. Dann setzen wir aus diesen Werten die Zahlen uw und v
zusammen , und zwar so, dass jedes a ( bzw. 3 ) 3n+ 5 Ziffern bekommt (So werden sich
die einzelnen Teilstiicke beim Produkt uwv sicher nicht iiberlappen) :

ontl_q

u= Y 20t (89)
=0

271«{»171

v = Z ﬁl21(3’n+5) (90)
=0

Warum genau 3n + 5 Ziffern? Die einzelnen Elemente haben urspriinglich n + 2 Ziffern, und
wir haben davon 2"*! Stiick. Jedes “Element” des Produktes ist also maximal eine Summe aus
27+1 Produkten von zwei Zahlen zu je n + 2 Ziffern. Diese Produkte habem maximal 2 * (n +
2) = 2n + 4 Ziffern. Wir addieren 2"*! mal solche Zahlen. Die maximale Anzahl an Ubertriigen
ist im Biniirsystem dann logs(2"*1) = n + 1. Somit ist die maximale Anzahl an Ziffern hier
(n+1)+(2n+4) =3n+5.

Das Produkt ww teilen wir dann wieder in Stiicke zu je 3n + 5 Ziffern und nennen
diese Stiicke «,. Man kann erkennen, dass durch die Multiplikation folgendes gilt (siehe dazu
auch den Abschnitt zum Faltungsprodukt):

V= Z i3 (91)
i+j=r
Wir erinnern uns an die Definition oben:
Cr = Z aibj (92)
it+j=r(mod2nt1)

Also haben wir hier
Cr = Yr + Ypyon+1  (mod 2"+2) (93)

Die 7, und 7, on+1 decken alle Kombinationen von o; und 3; nach der obigen Definition von c,
ab. Nun haben wir also die
¢, mod 22 (94)

berechnet. Wir brauchen allerdings die z;, welche definiert waren durch:

Zj =¢j — Cjqan (95)
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Nun brauchen wir die z;, und zwar mod 2”2 und mod F,,. Beginnen wir mit mod 2"2: Wir
reduzieren zunichst die a; und b; mod 22 = 23%2 = 25 = 32 um die o; und 3; zu bekommen.
Allerdings sind hier die a; und b; schon reduziert, da sie als Maximalwert 22""" _ 1 = 15 haben.
Ansonsten wiirden wir, wie oben beschrieben, die entsprechenden Ziffern einfach abschneiden. Jetzt
setzen wir die Zahlen v und v zusammen, jedes Stiick bekommt 3n +5 =33 +5=9+5 = 14
Ziffern, also:
u = ...|00000000000010/00000000001110/00000000000011|00000000000110
v = ...]00000000000010/00000000000010|00000000001111|00000000001011
Wir berechnen das Produkt, es ist:
uv = 100/00000000100000/00000001000000/00000011111010
| 00000011010011|00000001111011|00000001000010

Wir haben also:

Yo = 000000010000102 = 6610 ~v4 = 000000010000002 = 6410
~v1 = 000000011110112 = 12319 5 = 000000001000002 = 3219
2 = 000000110100112 = 21119 v6 = 000000000001002 = 410

3 = 000000111110102 = 25010 ~7 = 000000000000002 = 019

45



Wir kénnen somit definieren: z; = ¢; — ¢j4o» (mod 2"%2) und durch Einsetzen:

2 =7+ Yironrr = (Vigzr + Yjyangonn)  (mod 277%) (96)
durch Umformen erhalten wir:

Zj = + Vj4asar — Vitan — YVj4awzr (mod 27F2) (97)

Dies muss dann noch reduziert werden, wobei wir wie oben vorgehen (einfach die Ziffern ab-
schneiden). Somit brauchen wir nur noch die z; mod F,.

46



Rechnen wir nun die z; fiir 0 < j < 2" aus (2" = 23 = 8):

20 =7 +716 — 78 — Y24 =66 +0—0—0=66 (mod 2"*?)

Z1=v1+ M7 — Y — 725 =123+ 0—0—0 =123 (mod 2""?)
22 = Y2+ Y18 — Y10 — Y26 = 211 +0 — 0 — 0 = 211 (mod 2"3)
23 =7v3+719 — 711 — 727 =250+ 0—0— 0 =250 (mod 2"+2)

Za = +720 — Y12 — 728 =64+0—0—0=64 (mod 2""?)
25 =795 +7921 — 713 — Y29 =32+ 0 — 0 — 0 = 32 (mod 2""?)
6= +722—Ya—730=4+0—-0—-0=4 (mod 2""?)
1=y 4723 — 75— 131 =0+0—-0—-0=0 (mod 2""?)

Diese z; miissen noch um mod 2”72 = 25 = 32 reduziert werden (d.h. die rechten 5 Ziffern
abschneiden und alle anderen Ziffern verwerfen). So erhalten wir:

20 = 66 = 0000666T000010; = 000102 = 2 (mod 2™+2)

21 = 123 = 0000660TT110112 = 110112 = 27 (mod 2"+?)

2o = 211 = 0000661T010011, = 10011, = 19 (mod 2"+2)

23 = 250 = 00006611T11010; = 110102 = 26 (mod 2"12)

24 = 64 = 0000660T0000002 = 000002 = 0 (mod 2"1?)

z5 = 32 = 00006600T00000, = 000002 = 0 (mod 2"+?2)

26 = 4 = 00000600000100, = 001002 = 4 (mod 2"2)

27 = 0 = 000066000000002 = 000002 = 0 (mod 2™"2)
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3.4 Berechnung der z; mod F,

Hier benutzen wir nun die Fouriertransformation, wobei wir im Restklassenring Zg, rechnen
werden (siehe dazu die Bemerkungen zur Addition, Subtraktion etc. oben). Zunéchst berechnen
wir mithilfe der schnellen Fourier Transformation @ und bg , sodass wir dann

ér = arb,  (mod F,) (98)
errechnen konnen. Bei diesen Fourier-Transformationen benutzen wir als w = 2 . Die Zahl 2
besitzt hier alle bené6tigten Eigenschaften,

22("+1)

=1 (mod F,) (99)

und
22(n+1)—1

=-1 (mod F,) (100)

Anstatt mit w® = 2% zu multiplizieren, kénnen wir einfach einen zyklischen Shift um
x Stellen nach links ausfithren. Um z; mod Fj, zu bekommen, brauchen wir

¢j — Cj4on  mod F, (101)
Das AM(1,...) liefert allerdings schon ein
Cj — Cj+2n (102)

Warum dies so ist werden wir unten im entsprechenden Kapitel sehen Somit miissen wir nicht bis
A% zuriickrechnen. Nachdem wir nun also die

é, mod F, (103)

errechnet haben (nur fiir ungerade k, siehe oben) , machen wir die inverse Fourier
Transformation zuriick bis A (nur fiir AP+ | dies alles wird dann unten deutlich - bei
der Fourier Transformation zu a natiirlich auch nur fiir A"/(1:+)). Die Ergebnisse reduzieren
wir mod F,, - und haben unser z mod F,,

Nun konnen wir die z; aus
z; mod 2"+? (104)

und
zj mod F, (105)

berechnen, und mit diesen dann auch das Produkt ¢ = ab.
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3.5 Die Schnelle Fourier Transformation

Wir hatten die schnelle Fourier Transformation schon beim komplexen Schénhage-Strassen-Algorithmus
angesprochen. Da wir 2"T! Abschnitte (a;) haben und somit bis AP+ rechnen miissen, benutzen
wir hier (n 4 1) anstatt k.
Wir gehen aus von
A[O] (to, "t(n+l)—1) — Q¢ (106)

wobei t = (t0~~t(n+1)—1)2
Wir benutzen hier etwas umgeformte Formeln:

A[U+1] (, Sv—15Sv, tv+1, ) —
APV 50,0 tus1s ) + AP spm1, 1y by, o) w w20 T T 6028027 s02)

Wir fordern, dass

W = (mod F,) (107)
und
W =1 (mod F,) (108)
Da allerdings, wenn s, = 1, auch:
2(n+1)717v £ OV — 2(n+1)717v+v — gn—1 (109)

Hier haben wir die erste Potenz im Exponenten von w mit dem ersten Teil der Klammer, also
S22V multipliziert.
Nimmt man dies als Exponenten von w, so haben wir:

22" = 1 (mod F,) (110)

Somit kénnen wir schreiben (hierbei fillt bei s, = 1 eben s, heraus und dafiir wird das zweite
Al negativ):
A[erl](..., Sp—1, 0, tv+1, ) —
AN sy 1,00t 1, ) + AP sy, 1t g, .0) * W2 T (s 27T s020)
A[U+1](...7 Sv—1, 1, tv+1, ) —
A[U]<, Sv—1, O, tv+1; ) - A[U] (, Sy—1, 1, tv+1, ) * w2(n+1)7171}(5(v*1)2v)71"'3020)
um das ganze iibersichtlicher zu gestalten, definieren wir
z = 2(ntD-1-v(g, ;2971 5420) sodass
A[v+1] (..., Sy—15 0, tv+1, ...) — A[v](..., Sv—1» 0, tv+1, ...) + A[v] (..., Syv—15 ]_, tv+1, ...)wm
A[v+1] (..., Sy—1» 1, tv—i—la ...) «— A[v](..., Sv—1» 0, tv+17 ...) — A[v] (..., Sy—1»y 1, t'u—}-l’ ...)w‘”
und wir haben dann

a, = Al DI (50,51, 00y S(ng1)—1) (111)

wobei s = (8(n41)—1---5150)2
Spéter werden wir sehen, dass wir nur die ¢; mit ungeradem j bendtigen. Um diese zu erhalten
werden nur die A¥)(1,...) bei k > 1 gebraucht.
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Nun bendtigen wir noch die z; mod F;,. Dafiir benétigen wir die Fourier-Transformierte, wobei
wir allerdings nur AlYI(1,...) brauchen.

Stellen wir zundchst die a; und b; mit ontl — 93+1 — 94 — 16 Ziffern dar, damit wir dann wie
oben beschrieben rechnen kénnen. Wir haben also:

ao = 00000000000001102 bo = 00000000000010112
a1 = 00000000000000112 b1 = 00000000000011112
az = 00000000000011102 b2 = 00000000000000102
a3z = 00000000000000102 bz = 00000000000000102
a4 = 00000000000000002 bs = 00000000000000002
a1s = 00000000000000002 b1s = 00000000000000002

Da m ungerade ist, benutzen wir w = 2. Beginnen wir zunichst mit der Fourier-Transformation fiir a;:
Der erste Schritt ist einfach:

A°1(0,0,0,0) = ap = 00000000000001102 A(1,0,0,0) = ag = 00000000000000002

Al%(0,0,0,1) = a1 = 00000000000000115 Al%(1,0,0,1) = ag = 00000000000000002

Al%(0,0,1,0) = az = 0000000000001110, Al%(1,0,1,0) = a10 = 00000000000000002
Al%(0,0,1,1) = az = 00000000000000102 Al%(1,0,1,1) = a11 = 00000000000000002
Al%(0,1,0,0) = a4 = 0000000000000000> Al%(1,1,0,0) = a12 = 0000000000000000,
Al%(0,1,0,1) = as = 00000000000000002 Al%(1,1,0,1) = a13 = 00000000000000002
Al%(0,1,1,0) = ag = 00000000000000002 A%(1,1,1,0) = a14 = 00000000000000002
Al%(0,1,1,1) = ar = 00000000000000002 Al%1(1,1,1,1) = a15 = 00000000000000002

Beginnen wir mit dem zweiten Schritt (da wir hier bei Al sind, brauchen wir nur die Werte fiir
A[l](l7 )

Alt(1,0,0,0) — AL(0,0,0,0) — A(1,0,0,0)w®
Al(1,1,0,0) — AL(0,1,0,0) — A°(1,1,0,0)w®
Al(1,0,0,1) — A(0,0,0,1) — A(1,0,0,1)w”
AlM,1,0,1) — A0,1,0,1) — A°(1,1,0,1)w®
Al(1,0,1,0) — Al(0,0,1,0) — A[o](l,O,l,O)w’
Alt,1,1,0) — A0,1,1,0) — A°(1,1,1,0)w®
Al1,0,1,1) — A%0,0,1,1) — A°(1,0,1,1)w”
AM1,1,1,1) — A90,1,1,1) — A°(1,1,1, 1)w®

Da wir hier v = 0 haben, ist hier z = 2("+1)_1_”(3(n+1),12(”+1)_1 + .+ sg) = 247170(5323 +
5922 + 512 + 50) = 23(5323 + 5922 + 512 + 50) = 8(53 + 235922 + 512 + 5¢). Allerdings haben wir in
den Klammern nur ¢ und keine s (das groBte s ware s_; was natiirlich Unsinn ist - siehe zu den s und
t auch links die Beschreibung). Somit bleibt x =0

Nun fiihren wir den zweiten Schritt fort:

Al(1,0,0,0) < 00000000000001102 — 00000000000000002w°
Al(1,0,0,1) «— 00000000000000115 — 0000000000000000w°
Al(1,0,1,0) «— 00000000000011105 — 00000000000000005w°
Al(1,0,1,1) < 00000000000000105 — 00000000000000005w°
Al(1,1,0,0) «— 00000000000000002 — 00000000000000002w°
Al(1,1,0,1) < 00000000000000002 — 0000000000000000w°
Al(1,1,1,0) «— 00000000000000002 — 00000000000000005w°
A(1,1,1,1) < 00000000000000005 — 00000000000000002w°

Nun kénnen wir die Werte berechnen:

Al(1,0,0,0) < 0000000000000110, Al(1,1,0,0) < 00000000000000002
AM(1,0,0,1) < 000000000000001 12 AM(1,1,0,1) < 00000000000000002
AM(1,0,1,0) < 00000000000011105 AM(1,1,1,0) < 00000000000000002
Al(1,0,1,1) < 0000000000000010, Al(1,1,1,1) < 00000000000000002
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Machen wir nun den dritten Schritt:

1(1,0,0,0) + AN

[ ]( Al ]( ) (1,1,0,0)w
Am(l,o 0 1) AM(1,0,0,1) + AM(1,1,0,1)w®
AP(1,0,1,0) — AM(1,0,1,0) + AM(1,1,1,0)w”
AP(1,0,1,1) — AM(1,0,1,1) + AM(1,1,1, 1)w”
AP(1,1,0,0) — AM(1,0,0,0) — AM(1,1,0,0)w®
AP(1,1,0,1) — AF(1,0,0,1) — AP (1,1,0,1)w”
AP(1,1,1,0) — AM(1,0,1,0) — AM(1,1,1,0)w®
AP(1,1,1,1) — AN, 0,1,1) — AM(1,1,1, 1)w”

Hier ist v = 1, und so haben wir ein z, nimlich z = 2("FD=1=v(g .\ 200+D=1 gy =

247171(5323 —+ 8222 + 812 —+ 80)

= 22(...) = 4(s32% + 5922 + 512 + 50). Wir haben ein s, und
so ist & = 4(sp). so ist immer 1, da wir andere Werte nicht berechnen miissen (s ist ja die Ziffer ganz
links - siehe dazu auch oben), und so ist = 4, d.h. wir machen einen zyklischen Shift um vier Stellen

nach links. Da die fraglichen Zahlen allerdings alle 0 sind, verandert der Shift hier nichts.

Wir haben dann:

AP(1,0,0,0) « 00000000000001102 -+ 00000000000000002w
2(1,0,0,1) « 00000000000000112 4 00000000000000002w
21(1,0,1,0) « 00000000000011102 -+ 00000000000000002w

2] 1
A12) 4
Al2) 4
21(1,0,1, 1) < 00000000000000105 -+ 00000000000000002¢*
2] a
2] 4
2] 4
2] 4

APl

AP(1,1,0,0) < 00000000000001102 — 00000000000000002w
AP(1,1,0,1) « 00000000000000112 — 00000000000000002w
AP(1,1,1,0) « 00000000000011102 — 00000000000000002w
AP(1,1,1,1) « 00000000000000102 — 0000000000000000w

Und wir erhalten:

AP1(1,0,0,0) < 0000000000000110, APl(1,1,0
AP1(1,0,0,1) < 00000000000000115 APl,1,0,
AP1(1,0,1,0) < 0000000000001110, APl(1,1,1
AP1(1,0,1,1) < 0000000000000010, AP(11,1
Nun der nichste Schritt
ABY(1,0,0,0) — AP(1,0,0,0) + A% (1,0,1,0)w”
ABY(1,0,0,1) — [2](1,0 0,1) +A[2J(1,0,1, w®
AB(1,0,1,0) — AP(1,0,0,0) — AP (1,0,1,0)w”
AP(1,0,1,1) — A%(1,0,0,1) — A®(1,0,1, 1w
AB(1,1,0,0) — A®(1,1,0,0) + AP(1,1,1,0)w”
AP(1,1,0,1) — A®(1,1,0,1) + AP(1,1,1, 1)w®
API(1,1,1,0) — APN(1,1,0,0) — AP(1,1,1,0)w®
AB(1,1,1,1) « AP(1,1,0,1) — AP(1,1,1, Dw®

Fiir den Exponenten von w, also x, muss man hier die beiden linken Ziffern in der Klammer
betrachten, sie umdrehen und die dann als bindre Zahlen mit zwei multiplizieren. Hier siecht man auch

0) < 00000000000001102
1) «+ 0000000000000011,
,0) < 00000000000011102
1) « 00000000000000102

schon, wie sich das Vorzeichen andert, wenn sich die dritte Ziffer in der Klammer andert.

ABI(1,0,0,0) < 00000000000001102 4 00000000000011102w>
APY(1,0,0,1) « 00000000000000112 + 00000000000000102w?
ABY(1,0,1,0) « 00000000000001102 — 00000000000011102w?
ABI(1,0,1,1) « 00000000000000112 — 00000000000000102w?
A[S]( ,1,0,0) < 00000000000001102 4 00000000000011102w°
( ) + 00000000000000112 + 00000000000000102w°

( ) += 00000000000001105 — 00000000000011102w°

( ) += 0000000000000011> — 00000000000000102w°

1
1,1,0,1
1,1,1,0
1,1,1,1

Ly
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Nun machen wir die zyklischen Shifts wegen der Multiplikation mit w:

[ ](
AP (1,0,0,1) « 00000000000000112 4+ 00000000000010002
A[3](1 0,1,0) « 00000000000001102 — 00000000001110002
AP (1,0,1,1) « 00000000000000112 — 00000000000010002
AP (1,1,0,0) « 00000000000001102 4+ 00000011100000002
AP (1,1,0,1) « 00000000000000112 4+ 00000000100000002
Al (1,1,1,0) « 00000000000001102 — 00000011100000002
AP (1,1,1,1) « 00000000000000112 — 00000000100000002

...und den zyklischen Shift um 2" = 8 Stellen dort wo subtrahiert wird:

AP(1,0,0,0) < 00000000000001102 4 0000000000111000,
APBl(1,0,0,1) < 00000000000000115 -+ 00000000000010002
APBl(1,0,1,0) < 00000000000001105 + 0011100000000000,
API(1,0,1,1) < 00000000000000115 4 00001000000000002
AP(1,1,0,0) < 00000000000001102 4 00000011100000002
APBl(1,1,0,1) < 00000000000000115 -+ 00000000100000002
APBl(1,1,1,0) < 00000000000001105 + 10000000000000115
API(1,1,1,1) < 00000000000000115 4 10000000000000002

Es ergibt sich:

31(1,0,0,0) < 00000000001111105 APl(1,1,0,0) < 00000011100001102
AP(1,0,0,1) — 00000000000010112 AP(1,1,0,1) < 00000000100000112
ABI(1,0,1,0) <« 0011100000000110, ABI(1,1,1,0) < 10000000000010015
AP(1,0,1,1) < 00001000000000115 ABI(1,1,1,1) < 100000000000001 1,

Analog hierzu wird dann noch der letzte Schritt ausgefiihrt, auf die Einzelschritte verzichten wir hier:

a1 = A(1,0,0,0) « 0000000001010100> as = A(1,1,0,0) « 0000011110011110
a9 = A®(1,0,0,1) — 00010110001111102 a1 = AM(1,1,0,1) < 0001101110001010,
as = A®(1,0,1,0) — 00111000011001115 ar = A¥(1,1,1,0) < 1000000111001001>
a1z = A(1,0,1,1) — 1001100100000110 ars = AM(1,1,1,1) < 01000000000010115

Nun machen wir die Transformation fiir b; (diese wird nicht mehr so ausfiihrlich gemacht wie bei
a;, da diese als Beispiel schon geniigen, allerdings geben wir die Werte an, so dass man diese beim
Nachrechnen iiberpriifen kann)

bo = 00000000000010112 bs = 00000000000000002
b1 = 00000000000011115 bs = 00000000000000002
b2 = 00000000000000102

bz = 00000000000000102 b15 = 00000000000000002

Der erste Schritt:

Al ) = bo = 0000000000001011,
A%(0,0,0,1) = by = 00000000000011115
A%%0,0,1,0) = b2 = 00000000000000102

Al(0,0,0,0

[](

[](

71(0,0,1,1) = b3 = 00000000000000102
[](

[](

[](

[](

%(1,0,0,0) = bs = 00000000000000005

9(1,0,0,1) = by = 00000000000000002

9(1,0,1,0) = byo = 0000000000000000;

(1,0,1,1) = by; = 00000000000000002

%1(0,1,0,0) = bs = 00000000000000005 (1,1,0,0) = b1z = 00000000000000005
90,1, o 1) = bs = 00000000000000005 (
0,1,1,0) = bs = 00000000000000005 (
0,1,1,1) = (

= by = 00000000000000002

1,1, 0 1) = by3 = 00000000000000002
1,1,1,0) = b4 = 00000000000000002
1,1,1,1) = bis = 00000000000000002

0
0

s

777 777

%)
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Machen wir nun den zweiten Schritt:

Al(1,0,0,0) < 00000000000010112 Al(1,1,0,0) < 00000000000000002

AM(1,0,0,1) < 00000000000011115 AM(1,1,0,1) < 00000000000000002
Al(1,0,1,0) < 0000000000000010; Al(1,1,1,0) < 00000000000000002
Al(1,0,1,1) < 00000000000000105 Al(1,1,1,1) < 00000000000000002

Der dritte Schritt:

2

AB)(1,0,0,0) < 0000000000001011> AB)(1,1,0,0) < 0000000000001011>
AB)(1,0,0,1) < 0000000000001111> AB)(1,1,0,1) < 0000000000001111>
APl(1,0,1,0) < 0000000000000010, AP(1,1,1,0) < 0000000000000010,
AP1(1,0,1,1) < 0000000000000010, AP(1,1,1,1) < 0000000000000010,

Der vierte Schritt:
ABY(1,0,0,0) < 0000000000010011> ABY(1,1,0,0) < 0000000010001011>
AB)(1,0,0,1) < 0000000000010111> ABY(1,1,0,1) < 0000000010001111>
APl(1,0,1,0) < 00001000000010115 APl(1,1,1,0) < 10000000000010115
ABI(1,0,1,1) < 00001000000011115 ABI(1,1,1,1) « 10000000000011115
Und nun der letzte Schritt:
by = A(1,0,0,0) — 00000000010000012 bs = A(1,1,0,0) — 00000101000000112
b = A(1,0,0,1) < 00101110000100112 by = A®(1,1,0,1) — 01111000100011115,
bs = A*(1,0,1,0) < 0000100111101100, by = A(1,1,1,0) < 10000111110010115
bz = AU(1,0,1,1) — 1110100100001100, bis = AU(1,1,1,1) — 0100000000010011,
Zusammenfassend haben wir erhalten:
a1 = 0000000001010100, b1 = 00000000010000012
a3 = 0000011110011110, bs = 000001010000001 1>
as = 00111000011001115 bs = 00001001111011005
a7 = 10000001110010015 by = 10000111110010115
a9 = 0001011000111110 bg = 001011100001001 15
a11 = 00011011100010105 by = 01111000100011115
a13 = 10011001000001102 b1z = 11101001000011002
a1s = 0100000000001011> bis = 01000000000100112

Nun multiplizieren wir die @; und l;j um dann ¢; zu erhalten. Damit das Ergebnis in 2(n+1) Ziffern
passt, reduzieren wir zundchst. Reduzieren wir als Beispiel a; = 00000000010101005. Hier ist u =
010101002 und v = 000000005. Es ist klar, dass v > v, und somit ist £ = (u —v) = u—0 =
010101002 = 841¢. Als zweites Beispiel reduzieren wir a;3 = 1001100100000110-. Hier ist u =
000001105 und v = 10011001,. Hier ist v > wu. Wir rechnen also ¢ = (u —v) + (22" + 1) =
u+ (22" +1) — v = 1000001115 — 100110015 = 11011105 = 11049

Wir bekommen nun nur die a; fiir ungerade j, da wir nur diese brauchen und deswegen nur
AlMI(1,...) berechnet haben.

Wir haben nun also (dies sind jetzt die reduzierten Werte - d.h sie unterscheiden sich von den a;
oben um ein Vielfaches von F,):

a1 = 0000000001010100, = 84 (mod F,,) by = 00000000010000015 = 65 (mod F,)
as = 0000000010010111, = 151 (mod F,,) bs = 0000000011111111, = 255 (mod F,,)
é5 = 00000000001011115 = 47 (mod F,) bs = 0000000011100011, = 227 (mod F,,)
a7 = 0000000001001000; = 72 (mod F,,) b7 = 0000000001000100; = 68 (mod F,,)
éo = 0000000000101000; = 40 (mod F,,) by = 00000000111001105 = 230 (mod F,)
G171 = 00000000011011115 = 111 (mod F,,) b1 = 00000000000101115 = 23 (mod F,,)
G13 = 00000000011011105 = 110 (mod F,) by3 = 00000000001001005 = 36 (mod F,,)
G15 = 0000000011001100, = 204 (mod F,,) by5 = 0000000011010100; = 212 (mod F,)

o7



a8



Wir haben dann (in Wirklichkeit wiirde man natiirlich nicht in das Dezimalsystem wechseln - wir
tun dies nur zur besseren Ubersicht):

¢ = a1b1 = 8410 * 6510 = 546010 = 00010101010101002 (mod Fn)

é3 = a3b3 = 15110 * 25510 = 3850510 = 10010110011010012 (mod F,)

65 = d5b5 = 4710 * 22710 = 1066910 = 00101001101011012 (mod Fn)

é7 = drbr = 7210 * 6810 = 489610 = 00010011001000005 (mod Fp)

ég = dgi)g = 4010 * 23010 = 920010 = 00100011111100002 (mod Fn)

611 = &11?}11 = 11110 * 2310 = 255310 = 00001001111110012 (mod Fn)
C13 = d13l;13 = 11010 * 3610 = 396019 = 00001111011110002 (mod Fn)
é15 = @1sbis = 20410 * 21210 = 43248, = 1010100011110000, (mod F,,)

>
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3.6 Die inverse Fourier Transformation

Die inverse Fourier Transformation ist dhnlich definiert:
A['v] (..-, Sv—1» 0, tv+1, ...) < 2—1(A['v—|—1] (..., Sv—1» O, tv+1, ...)+A[v+1](..., Sv—1» 1, tv+1, -..))
Al 59,1, Loty o) — w2 (AL, 5, 1,0, tyut1s w)— AP s, g1, tot1y )
x ist hier genauso definiert wie oben.

Man bemerkt hier, dass:
A, b, oy tng1y—1) = ALPN0, t1, ey b1y —1) — A1, t1, ooy tng1)—1) = Gt—Qspa2tt1—1

Warum ist das so? Nach der obigen Formel haben wir:
Alol(0,...) 271 (Al 0, ...) + Al(1,..))
A1, L) — w271 (A0, .. — AlU(1, L)

Nehmen wir die Differenz dieser beiden Terme, so haben wir (hier ist = 0, deshalb f&llt es
dann weg):

Ao, ...) — Al0I(1, ...)
= (271 AlM(0,...) + A1, ..))) = (2= 1AM, ...) — AlU(1,...))
= (271A(0,...) + 27t Al (1, ) — (271 Al(0, ...) — 271 Al (1,
=271Al(0,...) + 271 Al (1, ...) — 2714l (0, ...) + 271 Al(1, L)
=271A00(1, . + 271 AT, L)
= 2% (2714l(1,..)
=A@, ..)

Das ganze kann man dann natiirlich auch riickwérts lesen.

Um zu diesen A[I](l, ...) zu kommen, werden nur die G; mit ungeradem j gebraucht .
Um diese zu erhalten muss man ebenfalls nur alle A[’I(1,...) fiir v > 1 berechnen.
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Nun machen wir die Inverse Fourier Transformation. Wir haben

4

AM(1,0,0,0) = 00010101010101002 AM(1,1,0,0) = 10010110011010015
A™(1,0,0,1) = 0010001111110000- A™(1,1,0,1) = 0000100111111001>
Al(1,0,1,0) = 00101001101011015 AM(1,1,1,0) = 00010011001000002
AM(1,0,1,1) = 0000111101111000 AM(1,1,1,1) = 10101000111100002

Jetzt miissen wir einen Schritt zuriickgehen:

3

AB(1,0,0,0) — 2714 (1, 0 0,0) + A (1,0,0,1))
AP(1,0,0,1) — 27w (AM(1,0,0,0) — A[41(1,0,0,1))
ABN(1,0,1,0) — 271 (AH(1, 0 1,0) + A"(1,0,1,1))
ABl(1,0,1,1) — 27w (AM(1,0,1,0) — A[41(1,0,1,1))
ABI(1,1,0,0) — 271(AM(1,1,0,0) + A (1,1,0,1))
ABN(1,1,0,1) — 27w (AM(1,1,0,0) — A[41(1,1,0,1))
ABN(1,1,1,0) — 271 (A¥ (1, 1,1 0)+A 1(1,1,1,1))
Al

A(1,1,1,1) — 2 lom=(Al J(1,1,1,0) Al(1,1,1,1))

Bei der Multiplikation mit 271 machen wir einen zyklischen Shift um eine Stelle nach rechts, bei
w™* machen wir einen zyklischen Shift um z Stellen nach rechts.
(1,0,0,0) «— 1(00010101010101002 + 00100011111100002)
(1,0,0,1) — 2~ 'w~1(00010101010101005 — 00100011111100005)
(1,0,1,0) «— (00101001101011012 -+ 00001111011110002)
(1,0,1,1) « 27w ™?(0010100110101101> — 00001111011110002)
(1,1,0,0) « 1(10010110011010015 + 00001001111110012)
(1,1,0,1) — 27 'w~3(10010110011010015 — 00001001111110015)
(1,1,1,0) « (00010011001000002 -+ 10101000111100002)

Nun rechnen wir den Term in Klammer aus: bei den Subtraktionen miissen wir vor dem Addieren
noch wie gewohnt den zyklischen Shift ausfiihren:

ABY(1,0,0,0) — 271(00111001010001002)

AB(1,0,0,1) « 271w ™1(00000101011110002)

AB(1,0,1,0) — 271(00111001001001012)

ABN(1,0,1,1) < 271w ™5(10100001101111002)

AP(1,1,0,0) «— 271(10100000011000102)

ABN(1,1,0,1) « 271w ™3(10001111011100112)
ABI(1,1,1,0) — 271(10111100000100003)
API(1,1,1,1) — 2 1w~7(00000011110010012)

Wir fiihren nun den Shift aus:
ABY(1,0,0,0

n
) < 00011100101000105
AP(1,0,0,1) « 00000001010111105
ABI(1,0,1,0) « 10011100100100102
AB(1,0,1,1) « 1111001010000110

AB(1,1,0,0) — 01010000001100015
API(1,1,0,1) « 0011100011110111

API(1,1,1,0) « 0101111000001000
ABI(1,1,1,1) « 1100100100000011
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Machen wir den nachsten Schritt

AP1(1,0,0,0) — 2714 (1,0,0,0) + AF(1,0,1,0))
Am(l,O 0,1) «— (A[3](1 0,0,1) + AB(1,0,1,1))
AR, 0,1,0)<—2 w “”(A (1,0,0,0)—A[31(1,0,1,0))
APRN(1,0,1,1) *(AB(1,0,0,1) — API(1,0,1,1))
AP1(1,1,0,0) — ( B1(1,1,0,0) + AB(1,1,1,0))
AP(1,1,0,1) — ( Bl(1 ,1,0,1)+A3(1 1,1,1))
AP(1,1,1,0) — 2 w *(ABI(1,1,0,0) — ABY(1,1,1,0))
ARI(1,1,1,1) — 27w (AP (1,1,0,1) — ABI(1,1,1,1))

Setzten wir wieder ein:

AR(1,0,0,0) — 2*

(00011100101000102 + 10011100100100102)

AP(1,0,0,1) < 271(00000001010111102 + 11110010100001102)
AR(1,0,1,0) — 2 1w™*(00011100101000102 — 10011100100100102)
AP(1,0,1,1) « 271w ™"(00000001010111105 — 11110010100001105)
AP(1,1,0,0) « 27(01010000001100012 + 01011110000010002)
API(1,1,0,1) < 271(00111000111101112 + 11001001000000112)
ARI(1,1,1,0) « 2 1w7*(01010000001100012 — 01011110000010002)
AP(1,1,1,1) < 271w ™"(00111000111101115 — 11001001000000115)

Nach dem Berechnen der Klammern ergibt sich:

AP1(1,0,0,0) — 271(10111001001101002)
A®(1,0,0,1) «— 271(11110011111001002)
AR(1,0,1,0) — 2 1w»=2(10101111001111102)
A[Q](1,o,1,1)<—2 1,=2(10001000010100002)
AP(1,1,0,0) < 271(10101110001110012)
AP(1,1,0,1) — —1(00000001111110112)
API(1,1,1,0) < 27'w™5(01011000100011115)
AP](1,1,1,1)<—2 1w™%(00111100110000002)

AP1(1,0,0,0) — 0101110010011010,
AP1(1,0,0,1) < 0111100111110010,
API(1,0,1,0) < 1101010111100111,
AP(1,0,1,1) « 0001000100001010>
AP1(1,1,0,0) « 1101011100011100,
AP1(1,1,0,1) < 10000000111111015
API(1,1,1,0) < 00011110101100015
[2]

Nun brauchen wir nur noch einen einzigen Schritt:

A, ooo)bz 1(AP(1,0,0,0) + A®(1,1,0,0))
AlM(1,0,0,1) — 271(AP(1,0,0,1) + AP(1,1,0,1))
AM(1,0,1,0) «— 271(AP(1,0,1,0) + AP (1,1,1,0))
AM(1,0,1,1) — (A[Q]( 1,0,1,1) + AP(1,1,1,1))
[11(1,1,0 0) —27'w™2(A [2](1,0,0,0) — AP(1,1,0,0))
AM(1,1,0,1) — 27w™®(AP(1,0,0,1) — AP(1,1,0,1))
A(1,1,1,0) « w —r(AR(1,0,1,0) — AR(1,1,1,0))
AM,1,1,1) — 27w (AP (1,0,1,1) — ARI(1,1,1,1))
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Wir setzen ein und rechnen gleich aus:

Al(1,0,0,0) — 271(00110011101101115)
A“](l,O 0,1) « 27(1111101011101111>)
Al(1,0,1,0) — (11110100100110002)
Al(1,0,1,1) < 271(1001000110000011z)
Alt(1,1,0,0) — 2 w*4(01111001011100012)
AM(1,1,0,1) — 27 w™#(01110111011100112)
AR(1,1,1,0) « 2™ w ~4(10000111000001102)
AM(1,1,1,1) « 271w ™*(10001010100010102)

Jetzt noch die Shifts:

[]( , ,0)
AlM(1,0,0,1) < 11111101011101115
Al(1,0,1,0) < 0111101001001100,
AM(1,0,1,1) « 1100100011000001>
Al(1,1,0,0) « 10001011110010115
AlM(1,1,0,1) < 10011011101110115
Al(1,1,1,0) < 0011010000111000,
Al(1,1,1,1) < 0101010001010100

0,0,0) =1001100111011011,
0,0,1) =1111110101110111,

M1,
(17 ) )
ca —c10 = AM(1,0,1,0) = 0111101001001100,
cs — e = AM(1,0,1,1) = 11001000110000012
ca — ez = AM(1,1,0,0) = 10001011110010115
cs —c13 = AM(1,1,0,1) = 1001101110111011,
ce — c1a = AM(1,1,1,0) = 0011010000111000;
1,11

cr —cis = Al ,1) = 01010100010101002

Nun miissen wir diese Zahlen zunichst wieder reduzieren (dies wird jetzt nicht ausfiihrlich gemacht,

da dies oben schon geschehen ist).

co — cg = 010000102 = 66

c1 —cg = 01111011, = 123
c2 —c1o = 11010011, = 211
c3 —c11 = 111110102 = 250

Cq4 — C12 = 010000002 =64
Cs — C13 = 001000002 = 32
cg — c14 = 000001002 = 4
C7 — C15 = 000000002 =0

Wir haben jetzt also die z; mod 2”2 und mod F,, berechnet, hier sind noch einmal die Werte:

20 = 2 (mod 2"2)

21 = 27 (mod 2"7?)
22 =19 (mod 2"72)
23 = 26 (mod 2"2)

und:

z0 = 66 (mod Fj)

z1 =123 (mod F,)
22 = 211 (mod Fj)
z3 = 250 (mod F3,)
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Nun berechnen wir die z; mod F,,, daraus. Wir haben zp = 2 (mod 2""2) und 29 = 66 (mod F},).
Also haben wir § =7 — ¢ =2 —66 = —64 = 0 (mod 2""2) (Im letzten Schritt haben wir 2 x 2712
dazu addiert, damit 0 < § < 2”+2). Machen wir uns so eine Liste der 9§ :

do=0 04 =0
01 =0 05 =0
02 =0 06 =0
03 =0 07 =0

Durch besondere Umstédnde in diesem Beispiel erhalten wir iiberall 0.
Errechnen wir nun damit die z; mod Fj,,: Bei zg haben wir zg = n + §F,, = 66 4 0F,, = 66.
Machen wir wieder eine Liste:

zo = 66 (mod Fp,) z4 = 64 (mod F,,)
z1 =123 (mod Fy,) z5 = 32 (mod Fp,)
z2 =211 (mod Fy,) 26 =4 (mod Fp,)
z3 = 250 (mod F,) z7 =0 (mod F,)

Nun haben wir also die bendtigten z; errechnet. Die z; fiir 2" < j < 27+1 gind alle 22" +14n =
28+14+3 — 212 Eine Multiplikation mit ihnen entspricht einem Shift um 12 Stellen nach links. Diese

multipliziert mit 22" sind immer kongruent 0 mod F,,
2ntl g

Wir hatten die Formel: c= 5> 222" (mod F,,)
r=0
Schliisseln wir diese Summe auf: ¢ ist die Summe folgender Werte (Anmerkung: bei den Shifts
wiirde man zyklische Shifts bei 2™+! = 64 Stellen machen. Dies ist hier allerdings zu umstind-

lich darzustellen, deswegen rechnen wir einfach im Dezimalsystem und reduzieren hinterher.):

202%%" 7 = 20 =66+ 1 = 66
222" = 2120 = 1235 2 = 1968
24271 8 __ 8 _

22 = 2228 = 211 % 28 = 54016

2323271 = 20912 — 950 4 212 — 1024000

2202771 = 2,916 — 64 % 216 — 4194304

25257271 = 25920 — 39 4 920 — 33554432

262027 = 26974 — 44 9% — 67108864

Z727*2"*1 _ 27228 — 022 —0

Zusammenaddiert ergibt sich: 105937650. Um mod 22" + 1 = 4294967297 reduziert bleibt sie

unverindert, da sie kleiner ist als 22 + 1. Dies ist also unser Produkt. Machen wir die Kontrolle: Am
Anfang hatten wir die Zahlen a = 11830 und b = 8955. Deren Produkt ¢ = ab = 11830 * 8955 =
105937650.
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3.7 Unterschiede wenn m gerade ist

Ist m gerade, so haben wir m = 2n — 2. Wir teilen die Zahlen diesmal wieder in Stiicke zu 2!
Ziffern, was diesmal dann nur 2" Stiick sind. Bei der Fourier-Transformation haben wir dann
folglich (n) anstatt (n+ 1) und machen so auch einen Schritt weniger. Als w verwenden wir w = 4.
Dies ist moglich, da:

2™ =1 (mod F,) (112)
und

o(n)—1

4 =-1 (mod F,) (113)

Hier fehlt, da wir n anstatt n 4+ 1 haben, eine Eins im Exponenten. Deswegen “ziehen” wir

diese in die Basis und haben somit als Basis 22 = 4.
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A Glossar

A.1 modulo

Der Modulo ist der Rest bei einer Division, d.h. @ mod b ist der Rest, der bei der Division von a
durch b entsteht. Ist z. B. a = 19 und b =4 so ist @ mod b =3, da 19/4 = 4 rest 3.

A.2 Ring

Ein Ring kann man sich (vereinfacht dargestellt) als eine Art “Menge” vorstellen, welche die
Operationen “Addition” und “Multiplikation” haben muss, wobei das Ergebnis dann wieder ein
Element des “Rings” sein muss. Damit diese “Menge” ein Ring ist, miissen auch noch bestimmte
andere Eigenschaften vorhanden sein, so muss z. B. fiir die Addition das Kommutativgesetz gelten
etc. Die ganzen Zahlen und die rationalen Zahlen sind Beispiele fiir Ringe.

A.3 Restklassenring

In einem Restklassenring Z, sind grob gesagt alle Zahlen mod x reduziert. Genauer gesagt be-
finden sich alle Zahlen, die sich um ein Vielfaches von x unterscheiden in der selben Restklasse.
Um zwei Restklassen z. B. zu multiplizieren, nimmt man einfach ein beliebiges Element beider
Restklassen. Meist ist es allerdings von Vorteil, das kleinste Element grofler 0 zu nehmen, da die
Multiplikation somit weniger Zeit in Anspruch nimmt.

A.4 Kongruenz

a =b (mod c) bedeutet, dass a und b kongruent modulo ¢ sind, was heifit, dass sie beide denselben
Rest beim Teilen durch ¢ liefern, oder in anderen Worten, dass sie sich genau um ein Vielfaches
von ¢ unterscheiden.

A.5 Der Chinesische Restsatz

Eine Zahl x kann simultan zu mehreren anderen Zahlen a; kongruent mod n; sein. Wenn die n;
teilerfremd sind, so erhélt man durch den Chinesischen Restsatz eine Losung fiir x.

A.6 Die Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation weist einer Funktion eine andere Funktion zu. Die Fourier-Transformation
hat zahlreiche Anwendungsgebiete in der Physik, Mathematik, Signalverarbeitung, Kryptographie,
Wirtschaftswissenschaften etc. In der Physik kann man z. B. durch die Fourier-Transformation
von der zeitlichen Darstellung einer Schwingung (z. B. Schall- oder Lichtwellen) in die Domain
der Frequenz-Darstellung wechseln. Es gibt verschiedene Varianten der Fourier-Transformation,
so z. B. die Diskrete Fourier-Transformation, die kontinuierliche Fourier-Transformation und die
Fourier-Reihe.

A.7 Die Diskrete Fourier-Transformation

Die Diskrete Fourier-Transformation fithrt die Fourier-Transformation an diskreten Wertepunkten
aus, d.h. sie weist einer Folge eine andere Folge zu. Sie wird sonst hiufig in der Physik, Signalver-
arbeitung, etc. verwendet, ein bekanntes Beispiel ist z. B. das mp3-Format, bei dem fiir Menschen
nicht horbare Frequenzen durch die Diskrete Fourier-Transformation herausgefiltert werden. Durch
die inverse Diskrete Fourier-Transformation kann man von der diskreten Fourier-Transformation
einer Folge wieder zur Ausgangsfolge zuriickgelangen.
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A.8 Die Fast Fourier-Transform

Die Fast Fourier-Transform (FFT) berechnet die Werte der Diskreten Fourier-Transformation. Wie
der Name schon sagt, ist diese Methode nur schneller. Dies wird durch eine geschickte Umformung
erreicht, die es erlaubt, einige Werte nicht neu berechnen zu miissen, da sie schon berechnet
wurden. Somit werden Rechenschritte eingespart.

A.9 Einheitswurzel

x ist eine n-te Einheitswurzel (wobei n € N), wenn 2™ = 1. Normalerweise liegen diese Zahlen alle
auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene. 1 ist immer eine n-te Einheitswurzel.

A.10 primitive Einheitswurzel

Eine Einheitswurzel wie oben ist primitiv, wenn sie keine k-te Einheitswurzel ist fiir alle & < n.
D.h. 2% # 1 fiir alle k < n und k € N. Man kann eine solche primitive Einheitswurzel immer durch
die Formel z = e’ berechnen. Warum? z ist zumindest schon einmal eine n-te Einheitswurzel,
da (e**)™ = €2 und dies ergibt 1. Um zu erkennen, warum diese Einheitswurzel auch primitiv
ist, brauchen wir noch eine Eigenschaft des komplexen Einheitskreises. Hat man einen Punkt P
auf diesem Einheitskreis, der durch den Winkel o zur x-Achse festgelegt ist, so ergibt P? einen
Punkt, der durch den Winkel 2« festgelegt ist, P? ergibt einen Punkt, der durch 3a festgelegt
ist. Allgemein gilt, dass P™ durch den Winkel na festgelegt ist. Der Punkt, den man durch (e%)
erhélt, ist durch den Winkel % festgelegt. Somit kann bei einer Multiplikation mit Zahlen kleiner
n der Winkel 360° nie erreicht werden. Somit haben wir mit der obigen Formel eine primitive
Einheitswurzel erhalten.

A.11 Fermat-Zahl
Eine Fermat-Zahl ist eine Zahl F,, = 22" + 1, wobei n € N

A.12 Faltungsprodukt

Das Faltungsprodukt entspricht grob gesagt einer Multiplikation ohne Ubertrag, auf eine Folge
iibertragen. Das Faltungsprodukt ist fiir den Schonhage-Strassen-Algorithmus sehr wichtig und
wird deshalb ausfiihrlich oben in einem eigenen Kapitel erklért.

A.13 Faltungstheorem

Das Faltungstheorem macht den Schonhage-Strassen-Algorithmus {iberhaupt erst moglich. Das
Faltungstheorem besagt, dass man das Faltungsprodukt zweier Folgen erhélt, indem man die
Diskrete Fourier-Transformation der beiden Folgen macht, die einzelnen Elemente multipliziert
und dann die Riicktransformation macht. Siehe dazu das Kapitel oben.
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